Aquivalenzumformungen verstehen

In diesem Abschnitt wird eine Moglichkeit gezeigt, sich Aquivalenzumformungen
vorzustellen, die sicher nicht jedem Menschen einleuchten wird. Und gerade deshalb
steht sie hier! Unterschiedliche Menschen verstehen Mathematik unterschiedlich. Es
ist in vielerlei Hinsicht von Vorteil, sich in das Mathematikverstindnis anderer hin-
einzuversetzen. Das sollte in Lerngruppen idealerweise immer wieder stattfinden.
Die eigenen Gedanken anderen zu zeigen, macht selbstsicher und stolz. AuBBerdem
kann der individuelle Blickwinkel auf die Mathematik niemals falsch sein.

In der Schulmathematik wird mit einer Aquivalenzumformung eine Gleichung so
verdndert, dass die veridnderte Gleichung dieselbe Losungsmenge wie die Ausgangs-
gleichung hat.

Dabei gibt es vor allem 5 Umformungsmoglichkeiten: Auf beiden Seiten der Glei-
chung das gleiche

1) addieren oder

2) subtrahieren oder beide Seiten der Gleichung mit der gleichen Zahl ungleich 0

3) multiplizieren oder

4) dividieren. Als letzte Moglichkeit bleibt noch die

5) Termumformung auf nur einer Seite der Gleichung.

Wie kann man sich nun vorstellen, dass eine Aquivalenzumformung die Losungs-
menge nicht dndert?

Wenn Aquivalenzumformungen erklirt werden, geschieht dies meist mit einer Bal-
kenwaage. Deshalb wollen wir hier einen anderen Weg einschlagen und uns ansehen,
wie Gleichungen mit ihren Aquivalenzumformungen an der Zahlengeraden ausse-
hen. Dazu betrachten wir die Gleichung

x—4=x+2

zusammen mit ihrer Losungsmenge L = {3}.
Wenn wir fiir x die Zahl 3 einsetzen, sieht diese Gleichung auf der Zahlengeraden so
aus:

Abb. 13x—4=x+2

Dass die Losungsmenge der Gleichung 3x — 4 = x + 2 gleich L = {3} ist, bedeutet
nicht nur, dass diese Gleichung fiir x = 3 richtig ist, sondern auch, dass sie fiir alle
anderen Zahlen, die wir fiir x einsetzen konnten, falsch ist. Auch das kdnnen wir uns
an der Zahlengeraden ansehen. Setzen wir doch mal x = 3, 5.



Abb. 2 3x—4>x+2

Wie wir sehen, ist die Gleichung nun falsch, weil die linke Seite groBer ist als die
rechte Seite. Auch wenn wir fiir x noch groflere Zahlen einsetzten, dnderte sich daran
nichts - was wir uns ohne weitere Graphiken iiberlegen konnen.

Setzen wir fiir x eine kleinere Zahl als 3 ein - z. B. 2,5 - ist die Gleichung auch falsch,
weil dann die rechte Seite grofer ist als die linke Seite. Und auch diese Situation
dnderte sich durch das Einsetzen noch kleinerer Zahlen nicht.
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Abb. 33x—4 <x+2

Wir haben nun anschaulich begriindet, warum die Zahl 3 tatsichlich die einzige Lo-
sung der Gleichung 3x — 4 = x + 2 ist. Aber gilt das auch, wenn wir Aquivalen-
zumformungen auf diese Gleichung anwenden, z. B., wenn wir auf beiden Seiten
der Gleichung x addieren oder subtrahieren? SchlieBlich wissen wir am Anfang des
Losungsprozesses einer Gleichung nicht, wie grof x sein muss.

Probieren wir doch einfach mal etwas aus! Was passiert, wenn wir in der Situation
von Abb. 3 auf beiden Seiten ein x addieren?
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Abb. 4 4x—4 <2x+2



Wie wir sehen, hat sich der ,.interessante® Teil der Gleichung auf der Zahlengera-

de nach rechts verlagert. Nun gut, dann kénnen wir ja auch auf beiden Seiten 2x
subtrahieren.
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Abb. 5 2x—4 <2

In allen drei Fillen bleibt der Betrag, um den die linke Seite kleiner ist als die rechte
Seite, gleich. Wir konnten also noch beliebig viele x addieren oder subtrahieren, ohne
dass sich an der unterschiedlichen GroBe der beiden Gleichungsseiten etwas dndern
wiirde.

Schauen wir uns nochmals die Situation in Abb. 2 an und addieren x auf beiden

Seiten. Es ist dann - wie in Abb. 2 auch - die linke Seite grofer als die rechte Seite
und zwar um denselben Betrag.
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Abb. 6 4x—4>2x+2

Die Differenz bleibt auch dann gleich, wenn wir auf beiden Seiten 2x subtrahieren.
Das bedeutet: Auf diese Weise werden wir die Losungsmenge der Gleichung nicht
dndern, denn der ,,interessante** Teil der Gleichung wird durch diese Aquivalenzum-
formungen gar nicht beeinflusst.
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Abb. 7 2x—4>2

Nun ist es wohl nicht mehr verwunderlich, dass x = 3 die richtige Losung bleibt,



wenn wir die Ausgangsgleichung 3x —4 = x 4 2 umformen, indem wir auf beiden
Seiten x subtrahieren.
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Abb. 8 2x—4=2

Befliigelt von unseren Erkenntnissen, kénnen wir nun sogar eine ,,neue* Aquiva-
lenzumformung einfiithren, ndmlich die Addition von irgendetwas auf beiden Seiten
einer Gleichung - hier abgekiirzt durch iwas.
2x—4 = 2 |+ iwas
& 2x—44iwas = 24iwas

irgendetwas x

irgendetwas
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Abb. 9 3x — 4+ irgendetwas = x + 2+ irgendetwas



