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1 Briiche

1.1 Definitionen

Bisher haben wir mit den Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, 5, ... gerechnet. Diese Zahlen heiflen
natiirliche Zahlen und wir haben sie auf dem Zahlenstrahl dargestellt.
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Mit den natiirlichen Zahlen kénnen wir z. B. ganze Dinge wie Tomaten, Son-
nenaufgidnge oder Ideen zdhlen. Wir kénnen diese Zahlen addieren, subtrahieren,
multiplizieren und dividieren.

Eine Tomate kénnen wir in 4 gleiche groflen Teile teilen. Auch mit diesen Teilen
kénnen wir rechnen. Wenn wir zwei dieser Teile und weitere zwei dieser Teile
zusammenfiigen, erhalten wir wieder eine ganze Tomate. Aber es ist nicht 2+2 =
1.

Wenn wir also mit Teilen eines Ganzen rechnen wollen, brauchen wir andere
Zahlen, ndmlich solche, die sich auf dem Zahlenstrahl zwischen den natiirlichen
Zahlen befinden.
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Die Zahl, die genau in der Mitte zwischen 0 und 1 liegt, nennen wir: 3 (gesprochen:
ein Halb).
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Teilen wir ein Ganzes - also die Strecke zwischen 0 und 1 - in drei gleich grofie
1 2

Teile, entstehen die Zahlen 3 (gesprochen: ein Drittel) und 3 (gesprochen: zwei

Drittel).
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Teilen wir ein Ganzes in 4 gleich grofle Teile, entstehen die Zahlen 1 (gesprochen:

2
ein Viertel), — (gesprochen: zwei Viertel) und 3 gesprochen: drei Viertel).
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Wenn wir ein Ganzes in 5 gleiche Teile teilen, entstehen Fiinftel.
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Auf diese Weise konnen wir noch viele weitere Zahlen bilden. Diese Zahlen nennen
wir Briiche. Ein Bruch besteht aus einem Bruchstrich, einer ganzen Zahl iiber
dem Bruchstrich und einer ganzen Zahl unter dem Bruchstrich. Die Zahl iiber dem
Bruchstrich heifit Zdhler und die Zahl unter dem Bruchstrich heifit Nenner.

/Zéhler

Bruch a,. Bruchstrich
“~—Nenner

Definition: Briiche sind Zahlen, die durch das Einteilen eines
Ganzen in gleich grofle Teile entstehen. Der Nenner eines Bruchs
gibt an, aus welchen Teilen der Bruch besteht und der Zahler
eines Bruchs gibt an, aus wie vielen dieser Teile der Bruch besteht.

Ein Bruch wird auch als rationale Zahl bezeichnet.

Alle Briiche zusammen bilden die Mlenge der rationalen Zahlen. Diese Menge
bezeichnen wir mit dem Symbol Q.



1.2 Weitere Eigenschaften
1. Briiche grofler als 1

4 7
Briiche kénnen auch grofler als 1 sein. Z.B. liegen die Briiche 3 und 3 (gesprochen:
sieben Halbe) rechts der 1.
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2. Nenner sind ungleich 0

Wir haben Briiche als Zahlen erklart, die entstehen, wenn ein Ganzes in gleich
grofle Teile geteilt wird. Weil man aber nichts in 0 Teile teilen kann, legen wir
fest, dass es keine Briiche mit dem Nenner 0 geben soll. Denn selbst dann, wenn
wir ein Ganzes iiberhaupt nicht teilen, besteht es aus einem Teil und nicht aus
gar keinem.

3. Der Nenner kann gleich 1 sein.

1
Wir legen fest, dass der Bruch 1 (gesprochen: ein Ganzes) gleich 1 sein soll. Weiter
2 3
soll 1 (gesprochen: zwei Ganze) gleich 2 sein, 1 soll gleich 3 sein usw.

4. Mehrere Zahlen an der gleichen Stelle

Wenn wir ein Ganzes in
e 2 gleich grofle Teile teilen, sind 2 dieser Teile so grofl wie ein Ganzes.
e 3 gleich grofle Teile teilen, sind 3 dieser Teile so grofl wie ein Ganzes.

e 4 gleich grofie Teile teilen, sind 4 dieser Teile so grofl wie ein Ganzes.
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Wir legen deshalb fest: Dort, wo sich auf dem Zahlenstrahl die 1 befindet, befinden
sich auch noch andere Zahlen. Es gilt:

- 2 3 4
1 2 3 4



Auch an anderen Stellen auf dem Zahlenstrahl befinden sich mehrere Zahlen.
Wenn wir ein Ganzes in

1
o 2 gleich grofle Teile teilen, ist eines dieser Teile so grofl wie X

1
o 4 gleich grofle Teile teilen, sind 2 dieser Teile so grofl wie —.

=N

e 6 gleich grofie Teile teilen, sind 3 dieser Teile so grofl wie —.

=N

e 8 gleich grofie Teile teilen, sind 4 dieser Teile so grofl wie —.
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Wir werden diese Zusammenhénge begriinden, wenn wir uns mit dem Erweitern
von Briichen beschéftigen. Was wir aber jetzt schon vermuten kénnen:

Ist der Nenner eines Bruchs doppelt so grof3 wie der Zéahler,

ist der Bruch gleich %

Ist der Nenner eines Bruchs dreimal so grofl wie der Zahler,

ist der Bruch gleich %

5. Je grofler der Nenner, desto kleiner die Teile



Wenn wir ein Ganzes in zwei gleich grofle Teile teilen, ist jedes dieser Teile so grof3
wie % Wenn wir ein Ganzes in mehr als zwei gleich grofle Teile teilen, ist jedes

dieser Teile kleiner als % Deshalb ist z. B.

1 kleiner als —
3

1 1
— Kklei Is =
2 einer als X

1 1
£ kleiner als — usw.

Wenn wir ein Ganzes in mehr als drei gleich grofle Teile teilen, ist jedes dieser

Teile kleiner als % 7.B. sind %, % usw. jeweils kleiner als %
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1.3 Bruchstreifen

Um uns Briiche und deren Gesetzméfligkeiten gut vorstellen zu konnen, verwenden
wir Bruchstreifen. Hier sind die Bruchstreifen bis zu Zehnteln.
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Die Bruchstreifen kénnen wir auf den Zahlenstrahl legen.
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2 Eigenschaften von Briichen

Wenn wir ein Ganzes in mehrere gleich grofle Teile teilen, entstehen Zahlen, die
wir Briiche nennen. Unser Grundmodell ist die Strecke von 0 bis 1 auf dem Zah-
lenstrahl, die wir z. B. in drei gleich grofie Teile teilen kénnen.

Dadurch entstehen die Briiche é und %
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Briiche koénnen wir in vielen weiteren Zusammenhéngen wahrnehmen. Hier sind

ein paar Beispiele:

2.1 Briiche als Teile eines Ganzen

Wenn wir eine kreisrunde Pizza in 8
gleich grofie Sektoren teilen, ist jedes die-
ser Teile § der ganzen Pizza. Das funk-
tioniert auch mit anderen kreisrunden
Objekten und geometrischen Figuren wie
z. B. Kreisflachen.

Wenn wir ein Rechteck in 15 gleich
grofe Rechtecke einteilen, ist jedes
kleine Rechteck % des groflen Rechtecks.

Hier sind {Z griin gefirbt.

Wir bezeichnen Teile eines Ganzen
nur dann mit Briichen, wenn alle Teile
gleich gro8 sind. Die links gezeigten
orangefarbenen Flachen wollen wir nicht
als Beispiele fiir Briiche betrachten.
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Die Einteilung in gleich grofie Teile darf
auch ruhig ,.komisch“ aussehen. Solange
alle Teile gleich grof} sind, wollen wir sie
als Beispiele fiir Briiche verstehen. Jede
der Farbflachen ist ;11 der Gesamtflache.

Manchmal ist die Lage nicht eindeutig.
Wie koénnen wir die linke Figur interpre-
tieren?

Ist ein Ganzes die bordeauxrote Farbfla-
che, von der % dunkel gefarbt ist?

Oder ist ein Ganzes die gesamte Kreisfla-
che, von der % fehlt?

v & & i

2.2 Briiche als Anteile

Mit einem Anteil geben wir an, wie grofl ein Teil eines Ganzen im Vergleich zum
Ganzen ist.

Der Anteil der grimen Kugeln an allen

Kugeln ist gleich 1—707 weil 7 der 10 Kugeln

griin sind. Der Anteil der gelben Kugeln

3

10, weil 3 der

an allen Kugeln ist gleich
10 Kugeln gelb sind.
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Nun sind zwar mehr Kugeln im Behél-
ter, die Anteile der griinen und gelben
Kugeln an allen Kugeln ist aber gleich
geblieben. Der Anteil der griinen Kugeln
an allen Kugeln ist gleich 1—70, weil 14 der
20 Kugeln griin sind. Der Anteil der gel-

3
10’

ben Kugeln an allen Kugeln ist gleich
weil 6 der 20 Kugeln gelb sind.

Der Anteil der blau gefiarbten Fléache jedes Bruchstreifens an der Gesamtflache
des Bruchstreifens ist bei jedem Streifen gleich. Der Anteil der blau gefiarbten
Flache des obersten Bruchstreifens ist ein Drittel, weil eines der drei Drittel blau
ist. Der Anteil der blau gefdrbten Fldche des zweiten Bruchstreifens ist ein Drittel,
weil zwei der sechs Sechstel blau gefiarbt sind usw.
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Die links abgebildeten Kreisflichen sind
unterschiedlich grofl. Der Anteil der ro-
ten Fliche an der Gesamtfliche jedes
Kreises ist aber gleich. Er ist jeweils
gleich .
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Auch wenn wir nicht nicht wis-
sen, wie grof} eine Flache ist, kon-
nen wir mitunter an der Struk-
tur der Flache erkennen, wel-
che Anteile rot, gelb oder blau
gefarbt sind. Der Flachenanteil
von ,rot* und ,blau“ ist je-
1

weils 1 und der Flachenanteil

von ,,grin® ist % (Die Abbil-
dung gibt das Bayer-Pattern wie-
der. Es entspricht der Anord-
nung von Farbdioden in Bildsen-

soren digitaler Kameras.)

Anteile, die wir nicht sehen kénnen

Besonders dann, wenn wir Anteile nicht sehen kénnen, kann es niitzlich sein, diese
Anteile mit Hilfe von Briichen anzugeben.

Lebensmittel kénnen nicht nur nach Geschmack und Aussehen beurteilt werden,
sondern es kann auch angegeben werden, was im Lebensmittel enthalten ist. Es
ist iiblich, die Nahrwerte Eiweif}, Fett und Kohlenhydrate zu unterscheiden.

Der Eiweifl-Anteil einer Pizza ,Sa-

lami“ betréigt ca. ;o5 (gesprochen:

wzirka elf Hunderdstel“). Der Fettan-
teil ist ca. % und der Anteil an
Kohlenhydraten liegt bei ca. 13710 (ge-
sprochen: ,bei zirka einunddreiflig
Hundertstel“). Auch in diesem Fall
sprechen wir nicht von Hundertsteln,

weil jeweils die Zahl (z. B. 3k) ge-

meint ist und nicht konkrete Hun-
dertstel, die sich vielleicht in der Piz-
za befinden konnten.
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Nahrwertangaben von Tiramisu:

. . 8

Eiweif3 ca. 1op
13

Fett ca. 150

Kohlenhydrate | ca. %

Binyoussif-unsplash

2.3 Briiche als Ergebnisse von Divisionen

Wenn wir 12 durch 3 teilen, erhalten wir 4. Dieses Ergebnis kénnen wir als Antwort
auf die Frage verstehen: Wie oft passt 3 auf die 127 Und die Antwort ist 4, weil
3 viermal auf die 12 passt.

Mit unseren neuen Zahlen konnen wir diesen Zusammenhang auch anders aus-
dricken: Weil 3 viermal auf 12 passt, ist 3 ein Viertel von 12.

Mit den Briichen kénnen wir nun nicht nur 12 durch 3 teilen, sondern wir kénnen
auch 3 durch 12 teilen. Weil 12 grofler als 3 ist, konnen wir nicht mehr fragen,
wie oft 12 auf 3 passt. Aber wir kénnen fragen, welcher Teil von 12 auf 3 passt.
Antwort: %.

— von 12

|+

Das funktioniert auch mit anderen Zahlen. Wie wir wissen, ist 7 -4 = 28. Also ist
28 das 7-fache von 4. Und deshalb passt ein Siebtel von 28 auf 4.
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% von 28

—

1234567 8 910 1121314 1516 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28
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]
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Bisher haben wir, wenn wir eine ,kleine“ Zahl durch eine , grofile“ Zahl geteilt
haben, nur durch solche kleinen Zahlen geteilt, die Teiler der groflen Zahl waren.
Wir kénnen aber auch beliebige natiirliche Zahlen teilen. Schauen wir uns das an
Beispielen an.

1
7von7
—*
1 | 2 | 3 | 4 | 5 | & | 7 |
I P
3
7von7 passen auf 3.
%vonS
—
I Al B B
i F¥E EN &N |
g ~ Y]
% von 5 passen auf 4.
%von12
AL
(4 h)

J

r

~
% von 12 passen auf 8.
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2.4 Briiche bezeichnen Grofienverhaltnisse

Richard Lee -unsplash

2.5 Mit Briichen zadhlen

PpLDDPDP

Das Verhéltnis der roten Kugel zu den blauen
Kugeln in der Box ist wie 1 zu 20. Der Bruch %
beschreibt dieser Verhéltnis. Zieht man zuféllig
eine Kugel aus dieser Box, sagt man deshalb, die
Wahrscheinlichkeit, eine rote Kugel zu ziehen, sei
1 zu 20. Das ist zwar richtig, aber % ist nicht die
Wahrscheinlichkeit, eine rote Kugel zu ziehen. In
der Mathematik berechnen wir diese Wahrschein-
lichkeit, indem wir die Anzahl der roten Kugeln
- also 1 - durch die Anzahl aller Kugeln - also
21 teilen. Damit ist die Wahrscheinlichkeit, eine
rote Kugel zu ziehen, gleich 2—11

Um Beton herzustellen, vermischt man Zement
mit Sand. Meistens wird das Mischungsverhalt-
nis mit 1 : 4 (gesprochen: ,eins zu vier“) ange-
geben. Der Bruch % beschreibt dieses Verhéltnis.
Mochte man also Beton in einem Betonmischer
herstellen, kann man eine Schippe Zement und
danach 4 Schippen Sand in den Mischer einfiil-
len. Reicht das noch nicht, kann man noch ei-
nen Durchgang mit einer Schippe Zement und
4 Schippen Sand drauflegen usw. Der Anteil des
Zements an der gesamten Mischung ist dann aber
nicht %, sondern %, weil pro Durchgang 5 Schip-
pen eingefiillt werden, von denen eine Schippe
Zement dabei ist.

Mit natiirlichen Zahlen kénnen wir viele Dinge
zéhlen. Und auch mit Briichen kénnen wir Dinge
zahlen, wenn diese Dinge Teile eines Ganzen sind.
In der oberen Reihe sehen wir 5 griine Kreise. In
der mittleren Reihe sind 5 blaue Quadrate und
in der unteren Reihe befinden sich 5 Achtel. Das
kénnen wir auch so aufschreiben: g.

Wir konnen die blauen Quadrate aber auch zu
einem blauen Balken zusammenschieben. Dann
sehen wir in der untersten Reihe g des blauen
Balkens.
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2.6 Mit Briichen Groflen vergleichen

Mit Briichen kénnen wir Gréflen verglei-
chen.

Die Korpergrofle des Kindes betrégt %
der Korpergrofle der Frau. Der Grofien-
unterschied ist gleich ﬁ der Korpergrofie
der Frau.

.

“3#‘*

) ¢

-
o0

Kann man hier auch Briiche sehen?

)_¢
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.
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2.7 Weitere Eigenschaften
2.7.1 Briiche ohne Nachfolger und Vorginger

Jede natiirliche Zahl hat auf dem Zahlen-
strahl einen Nachfolger. Der Nachfolger
Pt von z. B. 3 ist 4.
Jede natiirliche Zahl, die gréfer als 0 ist,
hat auf dem Zahlenstrahl auch einen Vor-
ganger. Der Vorgénger von z. B. 3 ist 2.

\ 4
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Briiche haben keinen direkten Nachfol-
ger und keinen direkten Vorganger. Es ist
z. B. 1 nicht der direkte Nachfolger von

%, weil % zwischen beiden Zahlen liegt.
Ebenso ist % nicht der direkte Nachfol-
ger von %, weil % zwischen diesen Zahlen

liegt usw.
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2.7.2 Briiche liegen dicht

Wir kénnen zwischen den den Zahlen 0 und 1 beliebig viele Briiche unterbringen.
Das gilt auch fiir jeden anderen Abschnitt der Zahlengeraden. Deshalb sagt man,
die Briiche liegen dicht auf der Zahlengeraden.

[ T T 1 | T T 711 ]
0 1171 1 2 1 3 2 345 1
65 4 3 5 2 5 3 456
[ TTIT [ T 1 | TT T [TIT1 ]
0 12 22y 1 {312 |3|45 1
165242 3253 2 45§3§4156§
1 9 7 87 5 8 79 7
8 9 9 8
1 8
9 9
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2.7.3 Unendlich viele Briiche an einer Stelle

Gibt es an Stellen des Zahlenstrahls tatsiachlich unendlich viele Briiche oder sind
es nur endlos viele?

I T T T T 1
0 1 2 3 4 1
5 5 5 5

N N N O R G N O R G N O G G Y O I | | | | |
125[25]25[25]|25]25|25]25(25]|25[25]|25]25[25]|25[25]|25]|25|25]25
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3 Briiche erweitern

Wir kénnen uns das Rechnen mit Briichen oft erleichtern, indem wir nicht mit
den gegebenen Briichen rechnen, sondern mit anderen Briichen, die aber genauso
grof sind.

Deshalb gibt es mehrere Verfahren, mit denen wir zu einem gegebenen Bruch
einen anderen Bruch gleicher Grofle finden kénnen. Eines dieser Verfahren heifit:

Erweitern von Briichen. Rechnerisch erweitern wir einen Bruch, indem wir den
Zéhler und den Nenner mit der gleichen natiirlichen Zahl multiplizieren. Anschau-
lich erweitern wir einen Bruch, indem wir die Teile des Bruchs in weitere Teile
unterteilen. Schauen wir uns dazu Beispiele an.

Beispiel 1

Wenn wir jedes Drittel in zwei gleich grofie Teile teilen, sind auf diesem Bruch-
streifen 3 - 2 = 6 gleich grofie Teile.

Das sind Sechstel.

o=
o=
o

o=
o=
o=

Weil wir jedes Drittel in 2 gleich grofle Teile geteilt haben, ist jedes dieser Teile

nur halb so grofi wie %

Fiir einen Bruch mit dem Nenner 6, der so grof} sein soll wie ein Bruch mit dem

Nenner 3, brauchen wir deshalb 2-mal so viele Teile.
2

Wenn wir also den Zahler und den Nenner von 3

mit 2 multiplizieren, erhalten
wir einen Bruch gleicher Gréfie, ndmlich %.

Es gilt:

w|=

o]
.
.
.
o=
o=
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Beispiel 2

Wenn wir jedes Viertel in 3 gleich grofie Teile teilen, sind auf diesem Bruchstreifen
4 -3 = 12 gleich grofie Teile.

N
ININ
NN
NN

Das sind Zwolftel.

Weil wir jedes Viertel in 3 gleich grofle Teile geteilt haben, hat jedes dieser Teile

ein Drittel der Grofie von %.

Fiir einen Bruch mit dem Nenner 12, der genauso grof3 sein soll wie ein Bruch mit
dem Nenner 4, brauchen wir deshalb 3-mal so viele Teile.

Wenn wir also den Zahler und den Nenner von % mit 3 multiplizieren, erhalten
wir einen Bruch gleicher Gréfle, ndmlich %.
Es gilt:
3 33 9
4 4.3 12
a1 | 1 | 1 a1
4 4 4 4

N
N
N
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Was wir hier gesehen haben, gilt auch fiir alle anderen Briiche. Der folgende
Satz gilt fiir alle nattirlichen Zahlen, die grofler als 0 sind.

Wird der Zahler und der Nenner eines Bruchs mit der
gleichen Zahl multipliziert, entsteht ein Bruch gleicher Grofe.

Wir kénnen das auch iibersichtlich mit Variablen aufschreiben: Mochte man
in der Mathematik etwas iiber irgendeinen Bruch aussagen, notiert man die-
sen Bruch mit Variablen - also mit Buchstaben, fiir die wir Zahlen einsetzen
konnen. Ein beliebiger Bruch wird dann z. B. mit § bezeichnet. Soll mit
einer beliebigen natiirlichen Zahl multipliziert werden, bezeichnen wir diese
Zahl ebenfalls mit einer Variable, z. B. mit n.

Den oben formulierten Satz kénnen wir nun so aufschreiben:

Fiir einen beliebigen Bruch £ und eine beliebige natiirliche Zahl n (aufler 0)
gilt:

Q
3

a
b

S

‘n

Den Vorgang, den Zéhler und den Nenner eines Bruchs mit der gleichen Zahl
zu multiplizieren, nennen wir ,,den Bruch erweitern®.
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3.1 Anschauliches Erweitern von Briichen

Es gibt viele Moglichkeiten, sich das Erweitern von Briichen vorzustellen.

Dass ein Bruch seinen Wert nicht an-
dert, wenn wir seine Teile unterteilen,
kénnen wir uns anhand von Pizza vor-
stellen: Eine Pizza bleibt immer gleich
grof}, unabhéngig davon, ob wir sie in
2,4, 6, 8, ... Teile einteilen. Statt also
eine halbe Pizza zu essen, konnen wir

2 3 4 .
auch 7, g, 5, ... der Pizza essen.

% der Flache des linken Quadrats
ist rot gefdarbt. Das rechte Quadrat
hat noch eine zusétzliche Einteilung
der Flache. Der Anteil der roten Fla-
che ist aber gleich geblieben. Es gilt:
2 __ 24 _ 8

3~ 34 12"

Die Flachen des Quadrats und des
Kreises sind gleich grof3. % der Qua-
dratflache sind griin gefarbt und % der
Kreisflache ist blau gefarbt. Welche ge-
farbte Flache ist grofier?

ir konnen jedes Fiinftel der Quadrat-
flache in 3 Teile teilen. Dann ist die
gefarbte

Flache gleich % = % = 16_5‘

Und wir konnen jedes Drittel der
Kreisfliche in 5 Teile teilen. Dann ist
die gefarbte Fléche gleich

1_15_ 5

3 35 15°

Weil 1—65 grofler sind als %, ist die

grine Flache die groflere von beiden.
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Haben wir ein Satellitenfoto und moéchten
abschétzen, welcher Anteil der Flache mit
Wasser bedeckt ist, konnen wir das Foto in
gleich grofie Einheiten einteilen und nach-
zéhlen, wie viele der Einheiten Landfla-
chen und wie viele Wasserflachen zeigen.
Die Einteilung in 16-stel ist hier vermut-
lich zu grob, um dieses Verfahren sinnvoll
nutzen zu konnen. Wir werden also die 16-
stel in weitere Einheiten unterteilen miis-
sen. Mit welcher Zahl wir erweitern soll-
ten, hangt davon ab, wie genau unsere
Schétzung sein soll. Auch kénnten wir uns
iiberlegen, ob die Einteilung in Rechtecke
die beste Losung ist oder ob vielleicht eine
Einteilung in Quadrate nttzlicher wére.
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4 Briche kiirzen

Um einen Bruch zu erweitern, multiplizieren wir den Zéhler und den Nenner dieses
Bruchs mit der gleichen natiirlichen Zahl (aufler 0). So erhalten wir einen Bruch
gleicher Grofle. Auch der ,,umgekehrte* Vorgang ist mdoglich.

Haben der Zéhler und der Nenner eines Bruchs einen gemeinsamen Teiler, konnen
wir beide durch diesen Teiler teilen. So erhalten wir einen Bruch gleicher Grofle.

Betrachten wir dazu den Bruch %.

Wie wir sehen, gibt es einen Bruch, der genauso grof3 ist wie %, aber mit kleinerem

Zéahler und Nenner auskommt, ndmlich %.

[GIES
[GIE
[GIEN

5 |
5

Wenn wir den Nenner 10 durch 2 teilen, erhalten wir 5.

% ist zweimal so grofl wie %.
Um einen gleich grofien Bruch zu erhalten, brauchen wir deshalb nur noch halb
so viele Teile. Also teilen wir den Zéhler 8 ebenfalls durch 2 und erhalten 4.

Es gilt:

Diesen Zusammenhang kénnen wir etwas ungenau, aber sehr kurz, so formulieren:
Je grofler die Teile, desto geringer die Anzahl.

Den Vorgang, den Zéhler und den Nenner eines Bruchs durch einen gemeinsamen
Teiler von Zahler und Nenner zu teilen, nennen wir kiirzen. Durch das Kiirzen
eines Bruchs entsteht ein Bruch gleicher Grofe.

Werden der Zahler und der Nenner eines Bruchs durch einen
gemeinsamen Teiler geteilt, entsteht ein Bruch gleicher Grofle.
Diesen Vorgang nennen wir kiirzen.
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Sehr kurz kénnen wir diesen Zusammenhang auch so notieren:

a -

b:n

S

&
b

Dabei steht § fiir einen beliebigen Bruch und n steht fiir einen beliebigen gemein-
samen Teiler von a und b. Um Unsinnigkeiten aus dem Weg zu gehen, wollen wir
in Zukunft nur durch solche gemeinsamen Teiler n teilen, die grofler als 1 sind.

| Beispiel 1 !

Wir wollen den Bruch % mit 7 kiirzen.

[ B e e s S S A
2912121124211 21121f21|21f21)21|21)29|21)21|21f29)21]21f21]21

Teilen wir den Nenner 21 durch 7, erhalten wir 3.
1 ist siebenmal so groff wie 5.
Fir einen Bruch gleicher Groflie brauchen wir deshalb nur ein Siebtel so viele
Teile. Teilen wir den Zahler 14 durch 7, erhalten wir 2.
14 14:7 2
21 21:7 3

(B B ] B
2912412121211 21129f21f21]21|219]21f21)21)21|21f21)21]21])21]21

N
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| Beispiel 2 !

Wir wollen den Bruch % mit 3 kiirzen.

Teilen wir den Nenner 18 durch 3, erhalten wir 6.

1 . q .1
g ist dreimal so groff wie ;3.

Fiir einen Bruch gleicher Grofle brauchen wir deshalb nur ein Drittel so viele
Teile.

Teilen wir den Zahler 12 durch 3, erhalten wir 4.

12 12:3 4
18 18:3 6

o=
o=
o=
o=
o]
5

4.1 Kiirzen durch alle Teiler des Nenners

Zu jedem Teiler eines Nenners gibt es Briiche, die wir durch diesen Teiler kiirzen
kénnen. Schauen wir uns das an einem Beispiel an: Hier sind 12 Zwdlftel.

Weil 12 durch 6 teilbar ist, konnen wir jeweils 6 Zwolftel zu einem Teil zusam-
menfassen. Dann sind auf diesem Bruchstreifen 12 : 6 = 2 dieser Teile. Es sind
also Halbe.

,
>
S

o4
o4

1 1
2 2
A A

Hat ein Bruch den Nenner 12 und einen Zihler, der durch 6 teilbar ist, kénnen
wir den Bruch mit 6 kiirzen. Z. B.:



IR

=

73 73

7
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12 ist auch durch 4 teilbar. Deshalb kénnen wir 12 Zwolftel in Vierer-Gruppen
einteilen. Auf einem Ganzen haben wir dann 3 gleich grofie Teile. Jedes dieser

Teile ist demnach gleich % Also: % = %

\ A A J
A4 Y Y
A A 4
1 12 1 12 1 12
3 3 3
A A A
4 W ) 4 \

Hat ein Bruch den Nenner 12 und einen Zéhler, der durch 4 teilbar ist, kénnen

wir den Bruch mit 4 kiirzen. Z. B.:

8 8§:4 2 16  16:4
—=——=-und — = ——
12 12:4 3 12 12:4

I

1

1

12 ist auch durch 3 teilbar. Deshalb kénnen wir jeweils 3 Zwolftel zu einem Teil

zusammenfassen und erhalten Viertel.



28

Lrlelilelalel L Lale Lt L]

3 3 3 3
1 12 1 12 1 12 1 12
Z 1 1 1
A A A A
a Al 1 1
4 4 4 4

Hat ein Bruch den Nenner 12 und einen Zahler, der durch 3 teilbar ist, kénnen
wir den Bruch mit 3 kiirzen. Z. B.:

6 6:3 2 9 9:3

—=——=—-und —=—— §
12 12:3 4 12 12:3 4~

12 ist auch durch 2 teilbar. Deshalb kénnen wir jeweils 2 Zwolftel zu einem Teil
zusammenfassen und erhalten Sechstel.

e e

2 2 2 2 2 2
12 12 12 12 12 12

o=
o=
o=
o=
o=
o=

o=
o=
o=
o=
o=
o=

Hat ein Bruch den Nenner 12 und einen Zéahler, der durch 2 teilbar ist, konnen
wir den Bruch mit 2 kiirzen. Z. B.:

6 6:2 3 28 28:2 14

=——=-und —=——-=—.

12 12:2

4.2 Kiirzen als Umkehrung des Erweiterns

Wir kénnen uns das Kiirzen auch als Umkehrung des Erweiterns vorstellen. Er-
weitern bedeutet z. B.: Wir teilen jedes Drittel von % in 5 gleich grofle Teile. Jedes
dieser Teile hat dann noch ein Fiinftel der Grofie eines Drittels. Deshalb brauchen

wir 5-mal so viele Teile fiir einen Bruch gleicher Grofle.

2 2.5 10
AISO. g = ﬁ = 1—5

Nun koénnen wir umgekehrt vorgehen und jeweils 5 der 10 Fiinfzehntel wieder
zu groferen Teilen zusammenfassen. Diese Teile sind dann 5-mal so grof§ wie die
vorherigen Teile und deshalb brauchen wir fiir einen Bruch gleicher Gréfle nur

noch 10 : 5 = 2 Teile.
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10 10:5 2
f\lS(). iEg = izg—;z; = Ei.
(N J
b4
10 Y
15 3
A
( \

;L| 4 R I I I I

EEHEEE B E EE R E
15115 ] 15 ] 15| 15| 15 | 15 | 15 | 15 | 15 | 15 | 15 | 15 | 15

5

.

4.3 Einen Bruch kiirzen

Mit gekiirzten Briichen zu rechnen ist meist einfacher als mit ungekiirzten Brii-
chen zu rechnen. Einen Bruch kiirzen wir normalerweise mit dem gréfiten gemein-
samen Teiler von Zahler und Nenner.

Haben wir einen Bruch gegeben, kénnen wir dabei so vorgehen:

1. Alle Teiler des Zéahlers aufschreiben.
2. Alle Teiler des Nenners aufschreiben.
3. Den grofiten gemeinsamen Teiler ggT von Zédhler und Nenner markieren.

4. Zéhler und Nenner durch den grofiten gemeinsamen Teiler ggT teilen.

Wenn wir in Zukunft davon sprechen, einen Bruch zu kiirzen, meinen wir damit
immer, einen Bruch den ggT zu kiirzen.

Dieses Verfahren kénnen wir auch als Flussdiagramm aufschreiben.

Start:
~

v

Teiler von
a und b bilden

den ggT markieren

v

Bruch ist

gekiirzt.
Fertig!




4.4 Beispiele

Schauen wir uns dazu Beispiele an:

l Beispiel 1 !

Der Bruch % hat den Zahler 8 und den Nenner 12.
Die Teiler von 8 sind: 1;2;4;8.

Die Teiler von 12 sind: 1;2; 3;4;6;12.

Den ggT haben wir rot markiert.

Nun teilen wir den Zéhler und den Nenner durch den ggT.
8 8: 4 2

12 12:4 3
2

Wenn wir also % kiirzen, erhalten wir 3.

el vl o
12 12 12 12
' ' '
' ' '

o]

l Beispiel 2 !

Der Bruch % hat den Zé&hler 15 und den Nenner 18.
Die Teiler von 15 sind: 1; 3; 5; 15.

Die Teiler von 18 sind: 1;2; 3;6;9; 18.

Den ggT haben wir rot markiert.

Nun teilen wir den Zéhler und den Nenner durch den ggT.
15 15:3 5

8 18:3 6

5

Wenn wir also i—g kiirzen, erhalten wir g.

18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 l
18 [EH I I

]

(]

o=
o=
o=
o=
o=
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l Beispiel 3 !

Der Bruch % hat den Z&hler 108 und den Nenner 756.

Die Teiler von 108 sind: 1;2;3;4;6;9;12; 18;27; 36; 54; 108.

Die Teiler von 756 sind: 1;2;3;4;6;7;9;12; 14; 18; 21; 27; 28; 36; 42; 54; 63; 84;
108;126; 189; 252; 378; 756.

Den ggT haben wir rot markiert.

Nun teilen wir den Zéahler und den Nenner durch den ggT.
108 108 : 108 1

756 756 : 108 7
1

Wenn wir also % kiirzen, erhalten wir ».

~|=

l Beispiel 4 !

Der Bruch ‘é‘—(l) hat den Zahler 40 und den Nenner 81.

Die Teiler von 40 sind: 1;2;4;5;10; 20; 40.

Die Teiler von 81 sind: 1;3;9;27; 81.

Den ggT haben wir rot markiert.

Weil der groite gemeinsame Teiler von Zahler und Nenner gleich 1 ist, kénnen
wir diesen Bruch nicht sinnvoll kiirzen.




5 Hauptnenner bilden

5.1 Briiche gleichnamig machen
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Wir kénnen die Groflien von Briichen besonders gut vergleichen oder Briiche be-

sonders gut addieren und subtrahieren, wenn sie gleiche Nenner haben.

Haben zwei Briiche unterschiedliche Nenner, kénnen wir die Briiche so erweitern,
dass die beiden erweiterten Briiche gleiche Nenner haben.

Schauen wir uns die Idee dazu an den Bruchstreifen an:

Wir haben die Briiche % und % Beide Briiche moéchten wir so erweitern, dass die
erweiterten Briiche gleiche Nenner haben. Dazu bieten sich die Sechstel an.

N|—

o=

1 | i
6 6

o=

1 1-3

. . 1 . . _
Wir erweitern 5 mit 3: 5=3.3
2 2.2

. . 2 . . _
Und wir erweitern 5 mit 2: 333

Beide erweiterten Briiche haben den gleichen Nenner 6.

Bezeichnungen\

ol S w

W=

¢ auf gleiche Nenner erweitern

¢ Briiche gleichnamig machen

¢ auf den gleichen Nenner bringen

Den Vorgang, zwei oder mehr Briiche so zu erweitern, dass die erweiterten
Briiche gleiche Nenner haben, nennen wir

Briiche mit gleichen Nennern bezeichnen wir als gleichnamig,.
Briiche, die nicht gleichnamig sind, heiflen ungleichnamig.
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Hier ist ein Beispiel ohne besondere Eigenschaften:

l Beispiel ! .

Wir méchten die beiden Briiche % und % auf den gleichen Nenner bringen.
Dazu suchen wir ein gemeinsames Vielfaches der Nenner 5 und 4

und entscheiden uns fur 20.

2 2-4 8

Wir erweitern 5 mit 5 54 20
1 1-5 5

Und wi itern 1 mit 5: et
nd wir erweitern 7 mi 1 15 20

Die beiden erweiterten Briiche haben den gleichen Nenner 20.

o=
o=

20 20 20 20 20 20 20 20

ININ

5.2 Erst kiirzen - dann erweitern

Wenn wir die gegebenen Briiche zunéchst kiirzen, bevor wir sie auf einen gemein-
samen Nenner erweitern, erhalten wir meist einen kleineren gemeinsamen Nenner.
Das ist z. B. dann ganz praktisch, wenn wir die erweiterten Briiche addieren oder
subtrahieren moéchten. Wir werden uns deshalb angewdhnen, Briiche zu kiirzen,
bevor wir sie gleichnamig machen.

Betrachten wir dazu die Briiche g und %.

Wir kénnen die Briiche - ohne zu kiirzen - auf einen gemeinsamen Nenner bringen,
indem wir jeden Bruch mit dem Nenner des jeweils anderen Bruchs erweitern.

Also:
6 6-4 24 2 2-9 18
= = und =

9 9-4 36 4749 36°

Der gemeinsame Nenner der erweiterten Briiche ist 36.

©|=
©|=
[<]EN
|~
©|=
|~

NN
NN
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Nun sollen die Briiche zunéchst gekiirzt werden:

D
(=)
w

2
- 3

Ne}
Ne}
w

|
©o|=
|
|~
|~
|~
o=
E
[

o]~

NN
:|:
IR
INEN

No|—

Nun bringen wir die gekiirzten Briiche auf einen gleichen Nenner.
Ein gemeinsames Vielfaches der Nenner 3 und 2 ist 6.

2 2.2 4

Wi itern 2 mit 2: ==
1 erweltern 3 mi 3 3.9 6
1 1-3 3

Und wi it L mit 3: —=— ==
na wir erweltern 2 mi 9 23 6

Die beiden erweiterten Briiche haben den gleichen Nenner 6.

0ol

o=

(IS
o=
(IS
o=
o=

N[

Wie wir sehen, erhalten wir einen kleineren gemeinsamen Nenner, wenn wir die
Briiche zunéchst kiirzen, bevor wir sie gleichnamig machen.
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5.3 Auf das kgV erweitern

Wenn wir zwei Briiche auf den gleichen Nenner bringen, um sie z. B. zu addieren
oder zu subtrahieren, mochten wir nicht mit unnétig groffen Nennern rechnen.
Deshalb erweitern wir die Briiche nicht auf irgendeinen gemeinsamen Nenner,
sondern auf den kleinsten gemeinsamen Nenner. Der kleinste gemeinsame Nenner
von zwei (oder mehr) Briichen ist das kleinste gemeinsame Vielfache aller Nen-
ner (das mit kgV abgekiirzt wird). Der kleinste gemeinsame Nenner von zwei
(oder mehr) Briichen heifit auch Hauptnenner. Damit ist der Hauptnenner das
kleinste gemeinsame Vielfache (kgV) aller Nenner.

Wie wir systematisch den Hauptnenner zweier Briiche finden kénnen, sehen wir
in diesem Beispiel:

1. Welche Briiche? ]

Wir méchten die beiden Briiche % und % auf den Hauptnenner bringen.

2. Kiirzen? ]

Zunéchst priifen wir, ob die Briiche kiirzbar sind und stellen fest, dass das
nicht der Fall ist.

3. kgV bilden |

J

Wir bilden nun Vielfache der Nenner:

Vielfache von 4 sind: 4;8; 12;16; 20; 24; ...

Vielfache von 6 sind: 6;12;18;24; ...

Das kleinste gemeinsame Vielfache beider Nenner haben wir rot markiert.




_[ 4. kgV durch Nenner teilen ]
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J

Um herauszufinden, mit welcher Zahl wir % erweitern miissen, um auf den

Hauptnenner 12 zu kommen, kénnen wir den Hauptnenner - also das kleinste
gemeinsame Vielfache kgV - durch den Nenner des Bruchs teilen. Also:

12
A
4
Um herauszufinden, mit welcher Zahl wir % auf den Hauptnenner erweitern,

teilen wir ebenfalls den Hauptnenner 12 durch den Nenner dieses Bruchs.

12
= _9
6
,_[ 5. Erweitern ]

3 3-3 9
q . 3 . i 0O _ 9290 I
Wir erweitern < mit 3: 1-13 15
2 1
Und wir erweitern % mit 2: g = 2—2 = £

Wir haben nun beide Briiche auf den Hauptnenner 12 erweitert.

NN
NN
NN

N
N

o=
o=
o=
o=
o=
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5.4 Flussdiagramm

Den Vorgang, Briiche auf den Hauptnenner zu bringen, kénnen wir auch durch
ein Flussdiagramm beschreiben. Hier ist zunéchst das Flussdiagramm ohne Kom-
mentare. Auf der néchsten Seite ist das gleiche Diagramm mit Kommentaren
abgebildet.

Start:

Briiche auf den > | —.—
Hauptnenner b’d
erweitern —

Kann ich
die Briiche
kiirzen?

_J'a_*
Briiche
kiirzen

Vielfache von
b und d bilden

das kgV markieren

Briiche sind auf
den Hauptnenner |<€—
erweitert. Fertig!
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Hier ist die kommentierte Version des Flussdiagramms.

Start:
Briiche auf den
Hauptnenner
erweitern

Das ist eine
Entscheidungsbox.

Dieses Verfahren ist
in einem anderen
Flussdiagramm
beschrieben.

Die Vielfachen der
beiden Nenner
werden gebildet.

Es werden die
Zahlen ausge-
rechnet, mit denen
wir die Brliche
erweitern.

Briiche sind auf
den Hauptnenner
erweitert. Fertig!

ac
b’d B
___— Das sind die
gegebenen
‘ Briiche.
Kann ich ia
die Briiche —H
kiirzen?
Briiche
kiirzen

Vielfache von
b und d bilden

v

das kgV markieren

v

kgV_ kgV=

=m n
b o d
Das sind die
‘ erweiterten
Briiche.
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5.5 Beispiele

Beispiel 1: ohne besondere Eigenschaften

__| 1. Welche Briiche? |

Wir méchten die beiden Briiche g und % auf den Hauptnenner bringen.

,_[ 2. Kiirzen? ]

Zunachst priifen wir, ob die Briiche g und % kiirzbar sind und stellen fast,
dass wir die Briiche nicht kiirzen kénnen.

3. kgV bilden |

Wir bilden nun Vielfache der Nenner:
Vielfache von 7 sind: 7;14; 21; 28; 35; 42; 49; ...
Vielfache von 5 sind: 5; 10; 15; 20; 25; 30; 35; 40; 45; ...

Das kleinste gemeinsame Vielfache beider Nenner haben wir rot markiert.

__| 4 keV durch Nenner teilen |

35:7=5und 35 : 5=7

,_[ 5. Erweitern ]

6 6-5 30

Wi itern & mit 5: == ~ 35
Ir erweltern » mi 7 7-5 35
4 4.7 28

nd wir erweitern ¢ mi 5 5.7 35

Wir haben nun beide Briiche auf den Hauptnenner 35 erweitert.

~N=
~=
~N=
~=
~=
~|=

[$1EN
o=
(6,18
;XN
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Beispiel 2: Ein Nenner ist ein Vielfaches des anderen Nenners

Wir méchten % und g auf den Hauptnenner bringen. Weil 3-3 = 9 ist, ist der Nenner von
7 ein Vielfaches der Nenners von 2. Deshalb ist 9 der Hauptnenner. Um beide Briiche auf
den Hauptnenner zu bringen, brauchen wir also nur den ersten Bruch mit 3 zu erweitern.

Wir konnen aber auch unser Verfahren durchziehen.

1. Welche Briiche? |

Wir méchten die beiden Briiche % und % auf den Hauptnenner bringen.

_l 2. Kiirzen? ‘| .

Zunachst priifen wir, ob die Briiche % und % kiirzbar sind und stellen fast,
dass wir die Briiche nicht kiirzen kénnen.

_[ 3. kgV bilden ]

Wir bilden nun Vielfache der Nenner:
Vielfache von 3 sind: 3;6;9;12;15; ...
Vielfache von 9 sind: 9;18; 27; ...

Das kleinste gemeinsame Vielfache beider Nenner haben wir rot markiert.

4. kgV durch Nenner teilen ]

9:3=3und 9 : 9=1 ]




,_[ 5. Erweitern ]
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3

Wir erweitern 2 mit 3:

Und wir erweitern £ mit 1:

9

| 3 Wl

9

[\
w

,'_.oo‘
I ©le

- W

9

Wir haben nun beide Briiche auf den Hauptnenner 9 erweitert.

1
3
a1 1 1 1 1 1 1
9 9 9 9 9 9 9
1 1 1 1 1 1 1
9 9 9 9 9 9 9
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Beispiel 3: Die Nenner haben gemeinsame Teiler

Wir méchten g und % auf den Hauptnenner bringen. Weil beide Nenner gemein-
same Teiler haben, ist der Hauptnenner kleiner als das Produkt beider Nenner.

1. Welche Briiche? ]

Wir méchten die beiden Briiche % und % auf den Hauptnenner bringen.

2. Kiirzen? |

Zunéchst priifen wir, ob die Briiche % und % kiirzbar sind und stellen fast,
dass wir die Briiche nicht kiirzen kénnen.

_| 3. kgV bilden |

Wir bilden nun Vielfache der Nenner:

Vielfache von 8 sind: 8; 16; 24; 32; 40; ...

Vielfache von 6 sind: 6;12; 18; 24; 30; 36; ...

Das kleinste gemeinsame Vielfache beider Nenner haben wir rot markiert.

__| 4 kegV durch Nenner teilen |

24 :8=3und 24 : 6 =4

,_[ 5. Erweitern ]

3 3-3 9

Wir erweitern s mit 3: 3 3.3 21
5 5-4 20

Und wir erweit 3 mit 4: - = —
n ir erweltern g mi 5 6.1 21

Wir haben nun beide Briiche auf den Hauptnenner 24 erweitert.

N
N
N
oo|—

il 1 1 1
8 8 8 8
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Beispiel 4: Einer der Briiche ist kiirzbar

Wir mochten i—g und % auf den Hauptnenner bringen. Durch das Kiirzen wird

der Hauptnenner in diesem Fall aber nicht kleiner, denn das kgV von 15 und 10
ist gleich 30 und damit genauso grofl wie das kgV von 3 und 10.

1. Welche Briiche? ]

Wir méchten die beiden Briiche % und % auf den Hauptnenner bringen.

2. Kiirzen? ]

. . .10 _ 105 _ 2
Wir kiirzen den ersten Bruch: 1 = 122 = 3§
Ab jetzt suchen wir den Hauptnenner von % und %.

3. kgV bilden |

Wir bilden nun Vielfache der Nenner:

Vielfache von 3 sind: 3;6;9;12; 15; 18; 21; 24; 27; 30; 33; ...

Vielfache von 10 sind: 10; 20; 30; 40; ...

Das kleinste gemeinsame Vielfache beider Nenner haben wir rot markiert.

4. kgV durch Nenner teilen ]
30 : 3=10und 30 : 10 =3
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,_[ 5. Erweitern ]

2.1 2
Wir erweitern % mit 10: 3 = 310 18 = 3—8
. 21
Und wir erweitern 1—70 mit 3: % = —170 ‘33 = 30

Wir haben nun beide Briiche auf den Hauptnenner 30 erweitert.

(] BN

30130130J30

30130

3l

al




Beispiel 5: Beide Briiche sind kiirzbar

7

45

Wir méchten zx und % auf den Hauptnenner bringen. Wiirden wir nicht kiir-

35

zen, sondern einfach die Nenner miteinander multiplizieren, wire der gemeinsame

Nenner 2310. Fiir alle weiteren Rechnungen mit diesen Briichen wére das recht

umstéandlich.

1. Welche Briiche? ]

Wir méchten die beiden Briiche 3—75 und % auf den Hauptnenner bringen. ]

2. Kiirzen? }

e : 1.7 _ 7.7 _ 1. 55 __55:11 _ 5
Wir kiirzen die Briiche: 3¢ = 352 = 2 68 = 6611 — &
Ab jetzt suchen wir den Hauptnenner von % und %.
3. kgV bilden |
Wir bilden nun Vielfache der Nenner:
Vielfache von 5 sind: 5; 10; 15; 20; 25; 30; 35; ...
Vielfache von 6 sind: 6;12;18; 24; 30; 36; ...
Das kleinste gemeinsame Vielfache beider Nenner haben wir rot markiert.

4. kgV durch Nenner teilen ]

J

30: 5=6und 30 : 6 =5




,_[ 5. Erweitern ]
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Wir erweitern % mit 6:

Und wir erweitern % mit 5:

| ot | —

6

16 6
~ 5.6 30
_ 5.5 25
T 6.5 30

Wir haben nun beide Briiche auf den Hauptnenner 30 erweitert.

o1

11111111

11

11

111

11

11

30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 [

il 1

30

30]30]30

o=
o=

o=

o=

o=
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Beispiel 6: Die Nenner der gekiirzten Briiche haben gemeinsame Teiler

Wir mochten % und % auf den Hauptnenner bringen. Die Nenner der gekiirzten
Briiche haben gemeinsame Teiler, sodass das kgV kleiner ist als das Produkt
dieser Nenner.

__| 1. Welche Briiche? |

Wir moéchten die beiden Briiche % und % auf den Hauptnenner bringen.

,_[ 2. Kiirzen? ]

o . .1 .28 _28:4 _ 7 . 39 _ 39:3 _ 13
Wir kiirzen die Briiche: 45 = 461 = 16 75 — 75.3 — 25

Ab jetzt suchen wir den Hauptnenner von 1= und 13.

3. kgV bilden |

J

Wir bilden nun Vielfache der Nenner:

Vielfache von 10 sind: 10; 20; 30; 40; 50; 60; ...

Vielfache von 25 sind: 25;50; 75; ...

Das kleinste gemeinsame Vielfache beider Nenner haben wir rot markiert.

4. kgV durch Nenner teilen ]

J

50 : 10 =5 und 50 : 25 =2

,_[ 5. Erweitern ]

75 35
10 10-5 50
13 13-2 26
25 25-2 50
Wir haben nun beide Briiche auf den Hauptnenner 50 erweitert.

Wir erweitern % mit 5:

Und wir erweitern 12 mit 2:
25
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6 Briiche vergleichen

6.1 Gleiche Briiche

Zu jedem Bruch, den wir auf dem Zahlenstrahl finden, gibt es weitere Briiche, die

i .2 _4_ 8 _ 10 _ 12
genauso grofl sind. Z. B.: § =g =15 = 75 = 15

... erweitern, erhalten wir weitere Briiche mit der gleichen Grofe.

= usw. Wenn wir % mit 7, 8, 9,

O —
w|=—
W[\
-

o=
o=
o=

o=

]
ol —
o]~
of=
o= —
o]

Auf dem Zahlenstrahl konnen wir uns das so vorstellen.

I
0 1/;“%1 15 1 3/6'/'9\12
5 10 15 20 2 4 6 8

Auch an jeder Stelle, an der sich eine natiirliche Zahle befindet, gibt es mehrere

- 1 =-1_2_3_4_5_6 _
Bruche.l—l—2—3—4—5—6—usw.

6.2 Briiche vergleichen

Von zwei natiirlichen Zahlen kénnen wir immer erkennen, welche von beiden gro-
Ber ist. Z. B. wissen wir sofort, dass 89 grofler ist als 78, ohne weiter dariiber
nachdenken zu miissen.

Haben wir die Briiche % und % gegeben, ist das aber nicht so offensichtlich.
Wenn wir wissen wollen, ob zwei Briiche gleich grofl sind oder welcher von beiden
grofer ist, konnten wir die Briiche auf dem Zahlenstrahl eintragen. Wenn beide
Briiche an derselben Stelle liegen, sind beide Briiche gleich grofl. Liegt einer der
beiden Briiche rechts des anderen Bruchs, ist der rechts liegende Bruch grofier
und der links liegende Bruch ist kleiner.

Dieses Verfahren kann aber sehr miihsam sein. Liegen Briiche eng beieinander,
ist der Unterschied vielleicht schwer zu erkennen, wie z. B. bei % und %.

|

I T
0 237\37
37 59
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Deshalb brauchen wir ein Verfahren, mit dem wir zwei Briiche schnell und si-
cher vergleichen kénnen. Eine mogliche Losung besteht darin, die Briiche auf den
gleichen Nenner zu bringen und dann die Zéhler zu vergleichen.

Erklarung: Wenn zwei Briiche den gleichen Nenner haben, nennen wir sie gleich-
namig. Gleichnamige Briiche kénnen wir vergleichen, indem wir die Zéhler ver-
gleichen. Z. B.: Es ist % grofier als % - in Zeichen % > % (gelesen ,vier Fiinftel
grofer drei Fiinftel“) -, weil 4 grofer ist als 3.

[S] 5N
(5]
(SN
o=

4
| 5

o=

[G=N

(&=
o|w

Auch bei grofieren Nennern kénnen wir direkt entscheiden: % < % (gesprochen:
wzwanzig Sechsundzwanzigstel kleiner dreiundzwanzig Sechsundzwanzigstel.

20

HEEENENEEEEEENENERERE
23
HEEEEENEEEEEEEENEEEEEEEET

Wollen wir zwei gleichnamige Briiche vergleichen, kommt es gar nicht auf die
Grofle der Nenner an. Solange der Zdhler des einen Bruchs grofler ist als der des
anderen, ist der gesamte Bruch groflier als der andere.

20 23

: : < : :
irgendein Nenner = irgendein Nenner

Wir fassen zusammen:

Briiche vergleichen:

1) Die Briiche auf einen gemeinsamen Nenner bringen.

2) Die Zahler der Briiche vergleichen: Der Bruch mit dem grofiten
Zahler ist der grofite Bruch, der Bruch mit dem kleinsten Z&hler
ist der kleinste Bruch.




l Beispiel 1 !
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Wir wollen die Briiche ;—‘Z’ und é—'{ miteinander vergleichen.

Weil beide Briiche den gleichen Nenner haben, brauchen wir die Briiche
nicht zu erweitern.

4 13 q 17
Es ist i kleiner als e

Das konnen wir kurz so aufschreiben:

13 17

3131
Gesprochen: Dreizehn Einunddreifligstel ist kleiner als siebzehn Einund-
dreiBligstel.

S N R
31]31]31]31]31]31]31]31}31]31] 31} 31| 31

31]31]31]31]31]31]31f31]31]31]3131}31] 31|31 31| 31

| Beispiel 2 !

Wir wollen die Briiche ; und % miteinander vergleichen.

Der Hauptnenner ist das kgV von 7 und 3, also 21. Wir erweitern:

5 5.3 15 2 2.7 14

7 7.3 217 3 3.7 21
Weil % grofler ist als %,
Das konnen wir kurz so aufschreiben:

. é . 2
ist 7 grofler als 3.

15 5 _2 14

21 773 21
Gesprochen: Fiinfzehn Einundzwanzigstel gleich fiinf Siebtel ist gréfer
als zwei Drittel gleich vierzehn Einundzwanzigstel.

~|=
~N=
~=
~=
N
~=
~=

w|=




l Beispiel 3 !

o1

Wir wollen die Briiche 12 und 12 miteinander vergleichen.
24 16

Der Hauptnenner ist das kgV von 24 und 16, also 48. Wir erweitern:

19 19-2 38 13 13-3 39
24 24-2 48 7 16 16-3 48

39
48>

Das konnen wir kurz so aufschreiben:

13

. @ . . . E . 13
Weil = kleiner ist als ist 53 kleiner als T

3 _19_13_39
48 24 T 16 48
Gesprochen: Achtunddreifiig Achtundvierzigstel gleich neunzehn Vier-

undzwanzigstel ist kleiner als dreizehn Sechzehntel gleich neununddreiflig
Achtundvierzigstel.
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l Beispiel 4 !

Wir wollen die Briiche g und g miteinander vergleichen.

Der Hauptnenner ist das kgV von 8 und 9, also 72. Wir erweitern:

5 5.9 45 5 5.8 40

8 8.9 727 9 8 T2

.1 45 X q 40 - 5 = 5
Weil 25 grofler ist als 75, ist g grofler als 3.

Das kénnen wir kurz so aufschreiben:

45 5 5 40

72 879 T2
Gesprochen: Fiinfundvierzig Zweiundsiebzigstel gleich fiinf Achtel ist gro-
Ber als flinf Neuntel gleich vierzig Zweiundsiebzigstel.

1 1 1
8 8 8
1 a1 a1 1 1 1 1 1 1
9 9 9 9 9 9 9 9 9

Wir hétten uns in diesem Fall auch iiberlegen kénnen:

Je kleiner der Nenner eines Bruchs ist, desto grofier sind die Teile.
So ist % grofer als %.

Damit ist auch g grofier als g.

Allgemein gilt: Haben zwei Briiche den gleichen Zahler, ist der Bruch
mit dem kleineren Nenner der grofiere.
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| Beispiel 5 !

Wir wollen die Briiche g und % miteinander vergleichen.

Der Hauptnenner ist das kgV von 7 und 6, also 42. Wir erweitern:

6 66 36 5 5.7 35

6-7 42

776 42 6
35
42>
Das koénnen wir kurz so aufschreiben:

36 6_5 35

2 776 42
Gesprochen: Sechsunddreifig Zweiundvierzigstel gleich sechs Siebtel ist
grofer als fiinf Sechstel gleich flinfunddreilig Zweiundvierzigstel.

Weil % grofler ist als ist 2 grofler als %.

~|—=
~|—=
~|—=
~|—=
~|=
~|=
~|=

o=
o=
o=
o=
o=
o=

Wir hatten uns in diesem Fall auch tiberlegen kénnen:

Von g fehlt bis zu einem Ganzen

= =

Von % fehlt bis zu einem Ganzen

Weil % grofer ist als %, fehlt % zu einem Ganzen mehr als g.

Deshalb ist g grofler als %.
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7 Briiche addieren

7.1 Gleichnamige Briiche addieren

Wir wissen, wie wir natiirliche Zahlen addieren. Wir rechnen z. B.: 34+ 2 = 5.
Mit Zahl-Streifen kénnen wir uns das so vorstellen:

1 1 1 + 1 1

I
—_—
-—
—
—
—

| w
+
= Do
| ot

Briiche wollen wir in dhnlicher Weise addieren. So soll z. B. gelten:

Das sieht mit den Bruchstreifen so aus:

1 1 1 1 1
7 7 7 + 7 7
= 1 1 1 1 1
7 7 7 7 7

Wie wir sehen, kénnen wir gleichnamigen Briiche addieren, indem wir die Zahler
addieren und die Nenner beibehalten. Deshalb legen wir fest:

Gleichnamige Briiche werden
addiert,
indem die Zahler addiert werden.
Die Nenner bleiben gleich.

Diesen Zusammenhang kénnen wir auch als Formel aufschreiben:

a b a+b

C C (&

Immer, wenn wir die Variablen durch Zahlen ersetzen, entsteht eine richtige Glei-
chung.
Z. B.
Ersetzen wir a durch 2, b durch 5 und ¢ durch 3 , erhalten wir die
richtige Gleichung:

2 5 245 7

3¥3= 73 ~3
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Wir kénnen auch a  durch 7, b durch 1 und ¢ durch 9 ersetzen. Dann
erhalten wir wieder eine richtige Gleichung:

7 01 T+1 8

99 9 9
7.2 Ungleichnamige Briiche addieren

Problem: Wenn wir ungleichnamige Briiche addieren wollen, miissen wir anders
vorgehen, denn die Nenner konnen nicht gleich bleiben, da sie unterschiedlich sind.

Z. B.:
1 1 =
! P +[F ="

Losung: Wir erweitern die Briiche auf einen gemeinsamen Nenner und addieren
die erweiterten Briiche. Hier ist die Begriindung;:

2 1
Das Ergebnis von z. B. 1 + 3 soll die Gesamtléange der beiden Bruchstreifen

sein.

il al

4 4

. " . .2 1
Zu der gleichen Gesamtldnge kommen wir aber auch, wenn wir 1 und 3

durch andere Briiche gleicher Grofie ersetzen.

.. 2 6 1 4
Z. B. koénnen wir 1 durch 2 und 3 durch D ersetzen.

il il
4 4

6 4
Weil — und T2 gleiche Nenner haben, kénnen wir die beiden Briiche

12
addieren, indem wir die Zahler addieren und die Nenner beibehalten.
6 4 10
Also: — + — = —.

12 12 12




Beim Addieren von Briichen sind noch drei Punkte zu beachten:

_[ 1. Hauptnenner ]

Wollen wir zwei ungleichnamige Briiche addieren, kénnten wir einen gemein-
samen Nenner finden, indem wir die Nenner der beiden Briiche multiplizie-
ren. Das kann aber zu unnétig groflen Zahlen fithren. Deshalb werden wir
Briiche normalerweise nur auf das kleinste gemeinsame Vielfache der Nenner
- also den Hauptnenner - erweitern.

Schauen wir uns dazu ein Beispiel an:

Mochten wir die Briiche 14—5 und % addieren, konnten wir jeden Bruch mit

dem Nenner des jeweils anderen Bruchs erweitern. Dann miissten wir mit
90-steln weiterrechnen.
4 4 4-6 4-15 24 60 84

576156 615 90 90 90

4
5

o=
o=
o=
o=

ol
ol
ol
-

Weil das kleinste gemeinsame Vielfache (kgV) von 15 und 6 aber 30 ist,
reicht es, auf 30-stel zu erweitern.

4 4 4.2 4.5 8§ 20 28

576 152 65 30 30 30

-_—
mlA
—
o
_\|_\
o
-—
o
o=
o=
o=
o=

11 1114141111114 1141141 1/1 111

30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 [Ele) Ele)




f_[ 2. Am Anfang: kiirzen ]

o7

Um nicht mit unnétig groBen Zahlen rechnen zu miissen, werden wir zwei
Briiche, die wir addieren mochten, erst so weit wie moglich kiirzen, bevor
wir sie addieren.

Schauen wir uns den Vorteil an einem Beispiel an:

Mochten wir die Briiche % und % addieren, kénnten wir beide Briiche

auf das kgV von 21 und 26 erweitern. Dann miissten wir mit 546-steln wei-

terrechnen.

6,13 6:26 13.21 156 273 429
21 26 21-26 26-21 546 546 546

1111l qajafjajaiajajajafaga

e I I i

2121121121 21| 21|26]26|26|26]26|26]|26]26|26] 2626|2626

Wenn wir aber zunéchst kiirzen, erhalten wir einen viel kleineren Hauptnen-

ner.

£+E_6:3+13:13_
21 26 21:3 26:13

I N N R N N N N N (N N N N N KR M D
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,_[ 3. Am Ende: kiirzen ]

o8

Haben wir Briiche addiert, schreiben wir das Ergebnis in der einfachsten
Form auf. Das bedeutet: Wenn wir den Ergebnisbruch kiirzen kénnen, dann

machen wir das. Z. B.:

©|=

18 18 18 18 18

1
2

Ist der Ergebnisbruch gleich einer natiirlichen Zahl, dann schreiben wir die
Zahl als Ergebnis hin und nicht den Bruch. Z. B.:

— 4+ = e ===

4 4 4 4 4:4

3 5 3+5 8 8:4 2
T4 1
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7.3 Flussdiagramm

Das Verfahren der Addition von Briichen mit allen Schritten ist in dem folgenden
Flussdiagramm dargestellt.

Start:
Briiche
addieren

Kann ich
die Briiche
kiirzen?

ja

v

Briiche
kiirzen

nein

\

Briiche auf den
Hauptnenner
erweitern

v

Zahler addieren
Nenner beibehalten

v

Kann ich
die Briiche
kiirzen?

ja

v

Briiche
kiirzen

nein

Briiche sind

addiert.
Fertig!
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7.4 Beispiele

Schauen wir uns dazu Beispiele an.

Beispiel 1

_{ 1. Ziel? | .

Wir mochten die beiden Briiche % und g addieren.

,_[ 2. Kiirzen? ] \
3_3:3_1 . . 1 1
5 — 9.3 —3 Abjetzt addieren wir g und 3.
| 3. Hauptnenner 1
J
1_13__ 3. 1__18_ 8
8 83 24’ 3 38 24
| 4. Addieren | .
3 8 _ 11
24 T 24 = 24

,_[ 5. Kiirzen? ]

% konnen wir nicht kiirzen.
’_[ 6. Ergebnis ]
1+3_1+3:3_1+1_1-3+1-8_3+8_11
8 9 9:3 8 3 8.3 3.8 24 24 24
1 1 1 1
8 9 9 9




Beispiel 2

_l 1. Ziel? !

61

Wir mochten die beiden Briiche % und % addieren.

,_[ 2. Kiirzen? ]

Ol

und % konnen wir nicht kirzen.

_[ 3. Hauptnenner )

J

X
N
Juy
[N

O
4
N
5l
[02]
N[

,_[ 4. Addieren ]

,_[ 5. Kiirzen? ]

18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18

% konnen wir nicht kirzen.
'_[ 6. Ergebnis ]
7+1_72+1 9 14 9 23
9 2 9.2 2 18 18 18

18




Beispiel 3

_l 1. Ziel? !

62

Wir mochten die beiden Briiche %

6 .
und 20 addieren.

,_[2.Kiirzen?]
3 _ 3:3 _ 1 6 _ 6:2 _ 3
18 =183 — 6 Wd 35 =235.3 = 10
’_[ 3. Hauptnenner ]
1i_15_5. 3 _ 33 _ 9
6 65 30’ 10 10-3 — 30
,_[ 4. Addieren ]
5 9 14
30 T30 = 30
,_[5.Kiirzen?]
14 _ 14:2 _ 7
30— 30:2 15
f_[ 6. Ergebnis ]
3 6 _3:3 6:2 1 3 1.5 33 5 9 14 _14:2 7
18 20 18:3 20:2 6 10 6-5 10-3 30 30 30 30:2 15
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8 Briiche subtrahieren

8.1 Gleichnamige Briiche subtrahieren

Um uns das Addieren von Briichen mit den Bruchstreifen vorzustellen, haben wir
einfach zwei Bruchstreifen nebeneinander gelegt. Um uns das Subtrahieren von
Briichen mit den Bruchstreifen vorzustellen, konnen wir uns die Bruchteile als
Schritte vorstellen:

Die Rechnung % — % wird dann zu:

Erst gehen wir 5 Sechstel-Schritte nach rechts und dann 2 Sechstel-Schritte nach
links. Dann kommen wir bei 3 Sechstel-Schritten an und das ist auch das Ergebnis
der Subtraktion.

.5_2_3
Also.6 5=¢ -

.|.

—_—

o=
o=
o=
o=
o=

o=
o=
o=
o=
o=

Als wir gleichnamige Briiche addiert haben, haben wir die beiden Zéhler addiert
und die Nenner beibehalten. Wenn wir gleichnamige Briiche subtrahieren, kénnen
wir so ahnlich vorgehen. Wir subtrahieren die Zahler und behalten die Nenner bei.
Die Rechnung sieht dann so aus:

5

6

~5-2 3

2
6 6 6
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Schauen wir uns die Subtraktion an einem weiteren Beispiel an:

==

- 7 @@ =

©|=
©|=
©|=
|~
©|=
©|=
©|=

©o|=
o|=
©o|=
|~

Hier gehen wir erst 7 Neuntel-Schritte nach rechts und dann 4 Neuntel-Schritte
nach links. Dann kommen wir bei 3 Neunteln an.
Diese Situation konnen wir auch mit Zahlen ausdriicken:

7 4 7-4 3

9 9 9 9

Wenn wir Briiche subtrahieren, kénnen wir sehr dhnlich wie beim Addieren von
Briichen vorgehen.

Zwei gleichnamige Briiche werden
subtrahiert,
indem die Zahler subtrahiert werden.
Die Nenner bleiben gleich.

Als Formel schreiben wir das so:

Wie iiblich nennen wir das Ergebnis einer Subtraktion ,Differenz*.

Die Differenz schreiben wir immer als gekiirzten Bruch auf. Z. B.:

11 5 11-5 6 _6:2 3

8 8 8 8 8:2 4
Ist die Differenz gleich einer natiirlichen Zahl, dann schreiben wir als Ergebnis
diese naturliche Zahl hin. Z. B.:

4 4 4 4 4 : 4

5 3 15—-3 12 12 :4 3
1
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8.2 Ungleichnamige Briiche subtrahieren

Wollen wir ungleichnamige Briiche subtrahieren, bringen wir erst die Briiche auf
den Hauptnenner und subtrahieren dann diese gleichnamigen Briiche. Z. B.:

5 3 5.5 3-2 25 6 25-6 19

8 20 8-5 20-2 40 40 40 40

und

9 6 9-7 6-10 63 60 63—60 3

10 7 10-7 7-10 70 70 70 70




8.3 Flussdiagramm

Das Flussdiagramm zeigt das Verfahren, mit dem wir Briiche subtrahieren.

Start:

Briiche
subtrahieren

Kann ich
die Briiche
kiirzen?

ja

Briiche
kiirzen

nein

v

Hauptnenner
bilden

.

Zahler subtrahieren
Nenner beibehalten

.

Kann ich
die Briiche
kiirzen?

ja

;

Briiche
kiirzen

nein

Briiche sind

subtrahiert.
Fertig!




8.4 Beispiele

Schauen wir uns dazu ein paar Beispiele an.

Beispiel 1

_l 1. Ziel? !

Wir méchten £ von 3 subtrahieren, also -

1
i3 rechnen.

3 4
,_[ 2. Kiirzen? ]

Weder % noch % konnen wir kiirzen.

_[ 3. Hauptnenner ]

3_33_ 9 .
4~ 4.3 12>

,_[ 4. Subtrahieren ]

4 _ 5
12

Rl
—
%)

,_[ 5. Kiirzen? ]

% konnen wir nicht kiirzen.

’_[ 6. Ergebnis ]

NN
ININ
NN

N
N
N
N




Beispiel 2

_l 1. Ziel? !

Wir méchten 2 von 32 subtrahieren, also 32 — % rechnen.
6 15 D 15 6
,_[ 2. Kiirzen? ]
14 . . . . .4 4:2 2
15 konnen wir nicht kiirzen; & = 55 = 3
| 3. Hauptnenner 1
J
14 . 2 _ 2.5 _ 10
15’ 3 3.5 15

,_[ 4. Subtrahieren ]

14 10 _ 4
5

[y
(%}
-
(S}
-

,_[ 5. Kiirzen? ]

15 konnen wir nicht kiirzen.

=
m
=
09
[¢]
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1515|1515 | 15 15| 15 ] 15 | 15 ] 15 | 15 | 156 | 15 | 15
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Beispiel 3

_l 1. Ziel? !
13 18 18 13

Wir mochten 55 von 57 subtrahieren, also 57 — 3¢ rechnen.

21 26
,_[ 2. Kiirzen? ]

13:13 __ 1

_ 18: 6 13 _
21 — 21,3 — 7 und 56 = 5673 = 3

,_[ 4. Subtrahieren ]

,_[ 5. Kiirzen? ]

15—4 koénnen wir nicht kiirzen.

'_[ 6. Ergebnis ]

18 13 18:3 13:13

B 6 6-2 1-7 12 7T 5
21 26 21:3 26:13 7

7.

1_
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Beispiel 4

_l 1. Ziel? !
20 22

Wir méchten 72 von 57 subtrahieren, also

75
,_[ 2. Kiirzen? ]

22 20

21 78 rechnen.

22 _ 22:2 _ 11 20 _ 20:5 _ 4
24 = 24,2 — 12 und 75 = 755 = 35

\

f_[ 3. Hauptnenner ]

,_[ 4. Subtrahieren ]

55 16 __ 39

60 60 — 60

,_[ 5. Kiirzen? ]

39 _ 39:3 _ 13

60 — 60:3 20

'_[ 6. Ergebnis ]

22 20 22:2 20:5 11 4 11-5 4-4 55 16 39 39:3 13

2475 24:2 75:5 12 15 12-5 15-4 60 60 60 60:3 20

ol
ol
ol
ol

PO P O P P P P POl 20 | 20 | 20 | 20 | 20 | 20 | 20




Beispiel 5
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_l 1. Ziel? !

&l

S e e

1
15

i I
151 151 15| 15 | 15

ol

I I
151 15 | 15

al
al

éﬂ
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30]30J30]30§30]30§30J30]30J30]30]30}30}30 30 30§30]30]30}30

=
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=
3~

Wir moéchten % von % subtrahieren, also % — % rechnen.
,_[2.K'Lirzen?] .
42 _ 42:3 _ 14 10 _ 10:2 _ 5
51315 WA =125

_[ 3. Hauptnenner 1
14 _ 14-2 _ 28, 5 _5-5 _ 25
15 15-2 30’ 6 6-5 30
,_[ 4. Subtrahieren ]
28 25 _ 3
30 30 — 30
,_[5.Kiirzen?] \
3 _ 3:3 _ 1
30 — 30:3 10
'_[ 6. Ergebnis ]
42 10 42:3 10:2 14 5 14-2 5.5 28 25 3  3:3 1
45 12 45:3 12:2 15 6 15-2 6-5 30 30 30 30:3 10
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9 Briiche multiplizieren

In der Mathematik hat sich die folgende Regel durchgesetzt:

Briiche werden multipliziert, indem
die Zéahler und die Nenner multipliziert werden.

Diese Regel kénnen wir kurz so zusammenfassen:
Zdhler mal Zdhler, Nenner mal Nenner.

Verwenden wir Variablen, konnen wir das sehr kurz so aufschreiben:

a .

b-

(@)

alo

G
b

SH

Dabei stehen a, b, ¢ und d fiir natiirlichen Zahlen, wobei b und d ungleich 0 sein
sollen.

9.1 Beispiele

Die Zahlen, die multipliziert werden, nennen wir

. =" == Faktoren. Hier werden also die Faktoren % und

o=

multipliziert.
2 4 2.4 8 Das Ergebnis einer Multiplikation nennen wir
35 3.5 15 Produkt. Hier ist das Produkt der Bruch %.
Wenden wir die Bruchmultiplikation auf natiirliche
16 4.6 o4 Zahlen an, erhalten wir die Ergebnisse, die wir vom
1 1° ﬁ =7 = 24  Rechnen mit natiirlichen Zahlen gewohnt sind, denn

% ist gleich 4, % ist gleich 6, % ist gleich 24 und 4 - 6
ist gleich 24.

Um nicht mit unnotig grofen Zahlen rechnen zu miissen, kiirzen wir Briiche, bevor
wir sie multiplizieren.

t

-2 10

3-3 9

15 14 15:3 14:7

5 2
9 21 9:3 21:7 3 3
Wenn sich ein weiteres Mal die Méglichkeit ergibt, zu kiirzen, dann machen wir
das auch.

23 23 3 5
1.2 1-% 1

3:

wl o
|
(@)
w
—_
[\
B~
=)
[N RN
[\

w
oo
W

Manchmal schreiben wir eine Zahl als Produkt von Primzahlen auf, um kiirzen
zu koénnen.
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2.5 2.5 2.5 ) 5

14 25 14:7 25:5 B B B _9
3-4 3.2.2 3.-%-2 3.2 6

21 20 21:7 20:5

2.5 _
3 4

Gerade bei , grofleren” Zahlen kann es hilfreich sein, direkt am Anfang beide
Zahler und Nenner als Produkte von Primzahlen zu schreiben.
Beispiel 1:

14 25 2.7 5.5 2% 55 5 5
20 2.2.5 2.2.5 3-2 6
Beispiel 2:
198 60 2-3-3-11 2-2-5-3 2-3-3-H 2:2.5-3 6
99 3.3-11 3-3- ™. 7

9.2 Sprechweisen

% . % ist ,,ein Drittel mal ein Viertel“ oder ,ein Drittel von ein Viertel“.
Wir sagen nicht: ,,ein Drittel von einem Viertel“ und auch nicht ,ein Drittel eines
Viertels“, weil nicht ein bestimmtes Viertel gemeint ist, sondern die Zahl %.

Dabei iibertragen wie die Sprechweisen, die wie von den natiirlichen Zahlen ken-
nen, auf die Bruchrechnung, denn:

3 -4 ist ,das dreifache von Vier“ und nicht ,,das dreifache von einer Vier* oder
,das dreifache einer Vier* oder ,das Dreifache eines Vierers“. Ebenso bezeichnen
wir

% . % mit ,,zwei Fiinftel mal neun Siebtel“ oder mit ,,zwei Fiinftel von neun Siebtel*.

Wir sagen nicht: ,zwei Fiinftel von neun Siebteln* und auch nicht ,zwei Filinftel
des neunfachen eines Siebtels*.

9.3 Erklarung der Bruchmultiplikation

Wir kennen die Multiplikation natiirlicher Zahlen als Abkiirzung der Addition.
Z.B.:
3-4=4+4+4=12.

Es ist also 3 - 4 das Dreifache von Vier.

Wenn wir eine natiirliche Zahl mit einem Bruch multiplizieren, wollen wir das
genauso verstehen. Dann ist z.B. 3 - % = i + % + % = %. Damit ist dann 3 - i das
Dreifache von ein Viertel.
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Auf dieses Ergebnis kommen wir auch, wenn wir die oben definierte Bruchmulti-
plikation verwenden:

5 1 31 31 3
1 4 1.4 4
Was koénnte nun % . i sein?
Wenn 3 - % das Dreifache von ein Viertel ist, konnte doch % . % ein Drittel von ein

Viertel sein.

Wie wir z. B. an den Bruchstreifen sehen kénnen, ist ein Drittel von ein Viertel
ein Zwolftel, denn wenn wir jedes Viertel in drei gleich grofie Teile teilen, passen
3 -4 =12 dieser Teile auf ein Ganzes.

ENES
ENEN
:
:

12

Zu genau diesem Ergebnis kommen wir auch, wenn wir Zahler mal Zahler und
Nenner mal Nenner rechnen.

[a—
—_
—_

Ll =
W=
w
=
p—
)

Von den natiirlichen Zahlen kennen wir die folgende Situation: Wenn wir z.B. 3 - 4

rechnen, erhalten wir 12, und wenn wir 6 - 4 rechnen, erhalten wir das Doppelte

von 12, ndmlich 24. Dementsprechend soll das Ergebnis von % . i doppelt so grofl
sein wie das Ergebnis von % . %.

Genau dieses Ergebnis erhalten wir, wenn wir die Definition verwenden.

2 1 2.1 2

3 4 3.4 12

Auch das kénnen wir an den Bruchstreifen nachvollziehen. Wenn wir ein Drittel
von ein Viertel bilden, erhalten wir ein Zwolftel. Wenn wir zwei Drittel von ein
Viertel bilden, erhalten wir zwei Zwolftel.

ENES
—-—
ENEN
|

ENEN
EN

e
o[ |
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Um % . % mit den Bruchstreifen zu veranschaulichen, kénnten wir % in 3 gleich
grofle Teile teilen. Das wére zwar richtig und sinnvoll, aber dann kénnten wir
nicht so gut sehen, dass die Regel Zdihler mal Zdhler und Nenner mal Nenner
sinnvoll ist.

Deshalb entscheiden wir uns fiir die folgende Methode: Wir bilden ein Drittel

jedes der 3 Viertel des Bruchstreifens. Wie wir sehen, sind das 1—32

1 1 A1 1 1 1 1 a1 1
12 12 12 12 12 12 12 12 12

Multiplizieren wir entsprechend der Definition, tritt genau das gleiche ein:

‘) | ®XW | EW | K
H H
L] L]

13 1-3 3
3 4 34 12
Folgen wir dieser Logik weiter, so soll % . % das dreifache von % . % sein.

Dieses Ergebnis erhalten wir, wenn wir die Definition verwenden:

2 3 23 6

34 3.4 12

denn sechs Zwolftel sind dreimal so grofl wie zwei Zwolftel.
| i | i | i |

' ' ' ' H '
] ] ] ] ] ]
1 1 a1 1
12 12 12 12 1

=

N |4
[

-
N

Schauen wir uns die Bruchmultiplikation an einem weiteren Beispiel an:
Wenn wir ein Drittel in 5 gleich grofle Teile teilen, ist jedes dieser Teile ein Fiinf-
zehntel, weil 5 - 3 = 15 dieser Teile auf ein Ganzes passen.

] ] ]
[ [ [

' ' '

E | | |

15

1,
5

soll die Antwort auf die Frage sein: ,Wie viel ist % von % 7¢

Das Ergebnis von %



Wir rechnen:

. 1.2
Das Ergebnis von ¢ - 3

soll die Antwort auf die Frage sein: ,Wie viel ist % von % 74

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
Wir rechnen:
1 2 1-2 2
5 3 5-3 15

4.1
53
soll die Antwort auf die Frage sein: ,Wie viel sind % von % 7¢

Das Ergebnis von

1
15

Gl
Gl
&l

Wir rechnen:

4.2
53
soll die Antwort auf die Frage sein: ,Wie viel sind % von % 7¢

Das Ergebnis von

=

I ) I T Y I I
= R R G R A G R R R R G
Wir rechnen:
4 2 4-2 8
5 3 5-3 15
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9.4 Beispiele

Schauen wir uns noch ein paar Beispiele an:

Beispiel 1

Wie wollen die Briiche % und % multiplizieren, also % . % ausrechnen.

Wir fragen uns: Was sind zwei Drittel von drei Viertel?

Zunichst teilen wir alle 4 Viertel in 3 Einheiten. Dadurch entstehen 3 -4 = 12

Einheiten. Deshalb ist eine Einheit % des Ganzen.

al | 1 | 1 1 ‘
4 4 4 Z
A
12
% von i sind 2 Einheiten.
!
1 a A A a1 a1 a a1 1 A
12 12 12 12 12 12 12 12 12 12
% von % sind dann 2 - 3 = 6 Einheiten.
[] : []
' ' '
[ [ [
A a 1 a A 1
12 12 12 12 12 12
Zusammen sind das % .
12 12 12 12 12 12

Rk
Rl
N
ol
ol
N

Weil wir das Ergebnis noch kiirzen, haben wir nun die folgende Rechnung:
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N|—=

Beispiel 2

Wie wollen die Briiche g und % multiplizieren, also 9, . % ausrechnen.

Wir fragen uns: Was sind sechs Siebtel von drei Fiinftel?

Zunachst teilen wir alle 5 Funftel in 7 Einheiten. Dadurch entstehen 7 -5 = 35
Einheiten. Deshalb ist eine Einheit 3—15 des Ganzen.

1
35

all=

1 1
5 5

= o

von % sind 6 Einheiten.

INNNEINaInmnnnne

S R R
35]35]35|35]35|35| 35

von g sind dann 6 - 3 = 18 Einheiten.

L O il
BESEEREAEREE

[

1 afaa]afa]s |2 [a]

1] 7 K1 K2 L L
35|35|35|35|35|35| 35| 35|35 35)35|35|35) 35| 35| 35| 35| 35|35/ 35| 35

Zusammen sind das % .
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N N N N Y
35|3535|35|35|35| 35|35/ 35| 35| 35| 35| 35 25| 35| 35| 35| 35| 35| 35

| fa]afa]]

1)1 0 I I
3535|3535 35|35 35|35)35) 35| 35| 35|35| 35| 35| 35| 35{35

Hier ist die vollstdndige Rechnung dazu:

6 3 6-3 18

75 7.5 35
Beispiel 3

Wie wollen die Briiche % und % multiplizieren, also % . % ausrechnen.

Wir fragen uns: Was sind drei Viertel von zwei Fiinftel?
Zunéachst teilen wir alle 5 Flinftel in 4 Einheiten. Dadurch entstehen 4 - 5 = 20

Einheiten. Deshalb ist eine Einheit % des Ganzen.

[;1BEN

1
5

81~

% von é sind 3 Einheiten.

lll.
20 20 20
3

1 von % sind dann 3 -2 = 6 Einheiten.

1| 1| NN
EEE i. EED L.
20 20 20 20 20 20

Zusammen sind das % .
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Weil wir das Ergebnis noch kiirzen, haben wir nun die folgende Rechnung:

_3:2_6_6:2 3
4.5 20 20:2 10

Beispiel 4

Wie wollen die Briiche % und % multiplizieren, also % . % ausrechnen.

Wir fragen uns: Was sind vier Fiinftel von fiinf Sechstel?
Zunachst teilen wir alle 6 Sechstel in 5 Einheiten. Dadurch entstehen 5 -6 = 30

Einheiten. Deshalb ist eine Einheit % des Ganzen.

R
-
-
-
-
o=

% von % sind 4 Einheiten.

% von % sind dann 4 - 5 = 20 Einheiten.

11111111111111
30 30 30 30 [sle) 30 30 30 30 [&f6) 30 30 30 30 6] 30 30 30 30 kel 30 30 30 30
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Zusammen sind das 2

30'

_4-5 20 20:10 2
T 5.6 30 30:10 3

Dieses Ergebnis hétte wir iibrigens auch erhalten, wenn wir die Briiche vor der
Multiplikation gekiirzt hétten. Aber dann hétten wir nichts mehr zu multiplizie-
ren gehabt.

45 4 5§
5 6 § 6

9.5 Anschauliche Bruchmultiplikation

Wir kénnen uns die Multiplikation von Briichen nach einem Standardverfahren
vorstellen. Hier sind ein paar Beispiele.



I Beispiel 1 !
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5

Wir wollen % * 5 veranschaulichen. Dazu markieren wir 5 von 9 Neunteln.

©|=
©|=

©|=

©|=

©|—~

|-

©o|=

©|—=

©|=

Jedes dieser Neuntel teilen wir in 7 Einheiten ein. Damit gibt es insgesamt
7 -9 = 63 Einheiten, also ist jede Einheit %.

ten.

Wir markieren jeweils 2 der 5 Neuntel. Das sind insgesamt 2 -5 = 10 Einhei-

©|=
©|=

©|=

©|=

©|=

o=

©o|=

©o|=

©|=

Die markeirten Einheiten schieben wir zusammen und lesen das Ergebnis ab.

it 2.5 _2-5 _ 10
Alsoist 5-§ = 275 = 33-
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I Beispiel 2 !

5

Wir wollen % @ 5 veranschaulichen. Dazu markieren wir 5 von 8 Achteln.

oo|—
o]~
oo|—

Jedes dieser Achtel teilen wir in 7 Einheiten ein. Damit gibt es insgesamt
7 -8 = 56 Einheiten, also ist jede Einheit gs.

Wir markieren jeweils 4 der 5 Achtel. Das sind insgesamt 4-5 = 20 Einheiten.

o]~
oof=
o=

aaaaaaaaalma

Die markeirten Einheiten schieben wir zusammen und lesen das Ergebnis ab.

I |
L T T

‘4 4.5 _4-5 _ 20
Also ist 7 - § = 75 = 55

Das Ergebnis kénnen wir noch kiirzen und wir erhalten: % = ?)g—ii = %

N S T I
14 |14 |14 ]| 14 | 14

. . . . .é‘§_4'5_ ‘5 _ 5
Wir hétten auch am Anfang kiirzen konnen: 7 - g = 75 = L7 24" 14

Aber dann hatten wir nicht sehen kénnen, wie die Bruchmultiplikation funk-
tioniert.
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Wenn wir die einzelnen Schritt beherrschen, kénnen wir die anschauliche Bruch-
multiplikation auch so zusammenfassen.

| Beispiel 3 ! .

Wir wollen % . % veranschaulichen.

2 2 2 1
3 2.3 6 3

|~

W=

o=
;
o=
o=
;
o=

W=
W=

Beispiel 4
Wir wollen % . é veranschaulichen.
2 4 24 8
3 5 3.5 15
1 1 1 1 1 |
5 5 5 5 5

al~
&

ol
al~
al
ol
al
al
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l Beispiel 4 !

Wir wollen % . % veranschaulichen.
3 4 3.4 12 1
8 6 8.6 48 4
1 1 1 1 | 1 | 1 |
6 6 6 6 6 6
TIinnmnmnnmmm | |
LIl
T
waahhbbddsssHNNNNNNRRRRRRRR RN RRRRRRRRRRRRREH
1 1 | 1 | 1 |
4 4 4 4
9.6 Uber Kreuz kiirzen
Wenn wir % . % ausrechnen moéchten, kiirzen wir, bevor wir rechnen. Also:

3.2 3 2 3 13
4 5 2.2 5 R%.2 5 2

ol DN

Aber warum funktioniert das? Warum koénnen wir ,iiber Kreuz“ kiirzen?

Schauen wir uns diesen Zusammenhang an den Bruchstreifen an: Wie wir sehen,
3
1
3

Statt also zwei Fiinftel von § zu bestimmen, berechnen wir nur ein Fiinftel von

einem Bruch, der doppelt so grof} ist wie %, namlich von

sind % doppelt so grofl wie

3
5-

NN
NN
NN
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Wir kénnen uns das auch etwas allgemeiner vorstellen: Wir haben irgendeine
Léange gegeben und mochten % dieser Lénge bestimmen. Dann kénnen wir ebenso

gut nur é der doppelten Lénge bestimmen und erhalten das gleiche Ergebnis.

Weitere Beispiele
5 6 5 3

4 117 11
Wir haben eine Strecke in 14 Teile geteilt. Und wir haben eine halb so grofle
Strecke in 7 Teile geteilt. Wie wir sehen, sind die Siebtel der halben Strecke so
grof} wie die Vierzehntel der ganzen Strecke.

| 4 |
1

|_\
|_\
|_\
|_\
|_\
|A
|A
|_\

| i1 1
11 11

-

1

N
N
—
=

|_\
|_\
I_\
|_\
|_\
|_\
=V
|_\
|_\
|_\
|_\

—_
N
N
-
N
N
—
—
=
=
=
=

Diese Darstellung funktioniert sogar dann, wenn durch das Kiirzen der Zahler des
ersten Bruchs grofler wird als dessen Nenner.

9 6 9

9. 6_9 3
14 11 7 11
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l|l|l|i|l|i|l|1_|i|llll
11 11 1 11 1 11 11 11 11 11 1

' '

] ]

[V T T W NN NN NN NN R NN N SN N T |

| N B B B B B e B B DN B DN BN BN )

(] (]

] ]

(] ]
1|1|i|l|i|i|l|1_|i|1_|1_|
11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 1

In diesem Beispiel geht es um eine beliebig lange Strecke a. Die Zwolftel des
dreifachen von a sind genauso lang wie die Viertel der einfachen Strecke.

1o,
12 2T

9.7 Vertauschung von Zihlern und Nennern

Wenn wir zwei Briiche multiplizieren, kénnen wir die Zahler vertauschen, ohne
das Ergebnis zu &ndern. Das Gleiche gilt fiir die Nenner. Z. B.:

25 52 52 25
37 37 73 73

Warum ist das so?

9.7.1 Ausgangsbriiche

Schauen wir uns an, wie wir % : % multiplizieren:

Zunichst teilen wir alle 7 Siebtel in 3 Einheiten ein. Dadurch entstehen 3-7 = 21
Einheiten.

Deshalb ist eine Einheit % des Ganzen.
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1 | 1 | 1 | 1 | 1 |
7 7 7 7 7
NN |
<~
1
21
% von % sind zwei Einheiten von einem Bruchteil, also %

:

Lll 1 |
21| 21| 21
——
2
21
% von %, sind jeweils zwei Einheiten von fiinf Bruchteilen,

also sind es 2 - 5 = 10 Einheiten.

Y O O
2121 21|21 21| 21| 21|21 21 |21 21| 21 | 27| 21 21

o 10

Das Ergebnis ist 57 .
SN NI [N (RN RGN NI R NN NG O O OGN N B i
21|21 21| 21|27 | 21| 21|21 | 21 | 27| 21| 21 | 27| 21 21

T TN T O O O O O Y
21| 21| 21|21 21 (21|21 21| 21| 21| 21

|\>|_\
=
l\)|_\
=
N
N[~
r\)|A
X

9.7.2 Vertauschte Zahler

Schauen wir uns nun % . % an:
Zunichst teilen wir alle 7 Siebtel in 3 Einheiten. Dadurch entstehen 3 -7 = 21
Einheiten.

Deshalb ist eine Einheit % des Ganzen.
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2 [ 7 [ 7 [ 3 ]
NN [t frr]
——
1
21
g von % sind finf Einheiten von einem Bruchteil, also %

-

7

1 | 1 | 1 | 1
211211211211 21
. J

Y
S
21
g von %, sind jeweils finf Einheiten von zwe¢ Bruchteilen,

also sind es 5 - 2 = 10 Einheiten. Das Ergebnis ist % .

i ililLli i ilLlilLl
21| 21| 21| 21| 27| 21| 21[ 21| 21|21

Warum kommt nun das gleiche Ergebnis heraus?

Da die Nenner gleich geblieben sind, sind auch die Einheiten gleich geblieben.
Es sind 21-stel.

Die Anzahl der Einheiten im Ergebnis ist gleich geblieben, weil wir im ersten
Fall jeweils zwei Einheiten von fiinf Teilen bestimmt haben und im zweiten Fall
jeweils flinf Einheiten von zwei Teilen bestimmt haben. In beiden Fillen sind es
10 Einheiten.

9.7.3 Vertauschte Nenner

Kommen wir nun zu % . % :

Zunichst teilen wir alle 3 Drittel in 7 Einheiten. Dadurch entstehen 7 -3 = 21
Einheiten.

Deshalb ist eine Einheit % des Ganzen.
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21
% von % sind finf Einheiten von einem Bruchteil, also %
A LlLlLlL Llil
2121|210 21| 27| 27| 21
L J
Y
S
21
% von %, sind jeweils finf Einheiten von zwei Bruchteilen,

also sind es 5 - 2 = 10 Einheiten.

21| 21|27 21| 21|27 | 21| 27| 27| 21| 21| 27| 21 21

Das Ergebnis ist 37 .

i LlilLli LlL I N N
21] 21|21 21| 21| 21|21 [ 21| 21| 21| 21| 21] 21

21]21]| 2121 21| 21| 21| 21| 21| 21| 21| 21| 21 21

5
7
Da die Zahler gleich geblieben sind, bilden wir wieder jeweils fiinf Einheiten von
zwet Bruchteilen. Das sind 10 Einheiten.

Warum kommt nun bei 3 - % das gleiche Ergebnis heraus wie bei g . .2,?

In der vorherigen Rechnung haben wir alle 7 Siebtel in jeweils 3 Einheiten geteilt.
Das Ergebnis waren 21-stel. In dieser Rechnung haben wir 3 Drittel in jeweils 7
Einheiten geteilt. Das Ergebnis waren wieder 21-stel. Deshalb ist auch der Nenner
gleich geblieben.

9.7.4 Vertauschte Zahler

Zum guten Schluss haben wir noch % . % :
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Zunichst teilen wir alle 3 Drittel in 7 Einheiten. Dadurch entstehen 7 -3 = 21
Einheiten.

Deshalb ist eine Einheit zi des Ganzen.

von % sindzwei Einheiten von einem Bruchteil, also

2
3 21"

B

|A
N}
A_‘

21|21|21|21|21|

N
e

——
2
21

2 3

= von g, sind jeweils zwei Einheiten von fiinf Bruchteilen,

also sind es 2 - 5 = 10 Einheiten.

21 21 gl 21 21 31|71 71| 27 |71 21 gl 21 21| 21| 21| 21| 21| 27]2T127| 21| 21| 27| 21| 21

Das Ergebnis ist % .

__________77__L ______
| | | | | | | 21121]121]21]21 1 1|21|21 |21 21 21 21 |21 21 21 |21|21|21|21| 1|

Warum kommt nun bei 2 - % wieder das gleiche wie bei allen anderen Produkten
heraus?

Der Zéahler bleibt gleich, weil wir entweder fiinf Einheiten von zwei Teilen nehmen
oder zwei Einheiten von fiinf Teilen. Die Anzahl bleibt immer gleich.

Der Nenner bleibt gleich, weil wir entweder 3 Drittel in jeweils 7 Einheiten teilen

oder 7 Siebtel in jeweils 3 Einheiten. Die Anzahl bleibt immer gleich.

5
7
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10 Briiche dividieren

In der Mathematik hat sich die folgende Regel durchgesetzt:

Es wird durch einen Bruch geteilt, indem
mit dem Kehrwert multipliziert wird.

Verwenden wir Variablen, kénnen wir das sehr kurz aufschreiben:

a c a-d

b d b-c

Dabei stehen a, b, ¢ und d (in diesem Text) fiir natiirliche Zahlen, wobei b und d
grofer als 0 sein sollen.

10.1 Beispiele

11 1.3 3 Anders als beim Dividieren natiirlicher Zahlen kann
2°'37 9.1 9 das Ergebnis grofier sein als die Zahl, die geteilt wird.
2 4 2.5 10 5 Der Bruch, der geteilt wird, heifit Divident. Der
3°57 3.4 12§ Bruch, durch den geteilt wird, heiit Divisor.

4 6 4.1 4 2 Wenden wir die Division von Briichen auf natiirliche
1 I-6 6 3 Zahlen an, erhalten wir die Ergebnisse, die wir vom

Rechnen mit natiirlichen Zahlen gewohnt sind, denn
4 6
1 ist gleich 4, 1 ist gleich 6,

2
und das Ergebnis von 4 : 6 ist gleich 3

10.2 Erklarung der Division durch Briiche

Was wir Menschen unter der Division von Briichen verstehen méchten, miissen wir
selbst entscheiden. Es gibt nichts in der Natur, was uns dazu zwingt, der Division
durch Briichen eine bestimmte Bedeutung zu geben. Im Folgenden schauen wir
uns an, warum die obige Definition sinnvoll sein kann.

Eine Methode, sich zu iiberlegen, was die Division durch Briichen bedeuten kénn-
te, ist, die Eigenschaften der Division natiirlicher Zahlen in den Bereich der Briiche
fortzuschreiben. Diese Methode wird im Weiteren verfolgt.

Wenn wir 12 durch 3 teilen, erhalten wir 4, weil 3 viermal auf die 12 passt.
Wenn wir 3 durch 12 teilen, fragen wir nicht, wie oft 12 auf 3 passt, sondern wir
fragen:
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e Welcher Teil von 12 passt auf 3.
oder auch:
e Wie viel von 12 passt auf 37

Die Antwort ist i, weil i von 12 gleich 3 ist.

%von 12

I}

Wenn wir durch Briiche teilen, stellen wir die gleiche Frage. Z. B. kénnen wir die
Aufgabe % : % so formulieren: Welcher Teil von % passt auf % ?

Damit wir uns die Rechnung vorstellen, legen wir uns die Bruchstreifen zurecht.

3 |

;
(G
(&=
[GIES

Um die Frage, wie viel von % auf % passt, beantworten zu konnen, teilen wir die

Briiche in kleinere Einheiten ein. Alle Drittel teilen wir in 5 und alle Fiinftel teilen

wir in 3 Einheiten ein. Alle kleinen Einheiten sind nun gleich grof3.

Auf den 4 Fiinfteln befinden sich nun 3 - 4 = 12 Einheiten.
Also ist jede Einheit 1—12 von %.
Um auf den Nenner 12 des Ergebnisbruchs zu kommen, haben wir den Nenner
des Dividenden mit dem Zéahler des Divisors multipliziert. Das ist der eine Teil

der Kehrwertregel.
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Auf den 2 Dritteln befinden sich 2 -5 = 10 dieser Einheiten.

10 4 2
Also passen 75 von g auf 3.

Um auf den Zahler 10 des Ergebnisbruchs zu kommen, haben wir den Zéhler des
Dividenden mit dem Nenner des Divisors multipliziert. Das ist der andere Teil
der Kehrwertregel.

w|=

- J
~N"
10 von 4 assen auf 2
12 5 P 3

Die Rechnung schreiben wir so auf:

2 . —_— —_—
= -

25 10 10:2
3-4 12 12:2

SIS

5
6

5 4 2
Also haben wir als Ergebnis: 6 von — passen auf —.



10.3 Weitere Beispiele
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| Beispiel 1 !

ist .19 - Wie vi 1 19
Was ist 5 : 3 7 Also: Wie viel von 3 passt auf 5 7

IRV |
N [—

|

Wir teilen ein Halb in 3 Einheiten und ein Drittel in 2 Einheiten ein.

Wir haben ein Drittel in 2 - 1 = 2 Einheiten eingeteilt.

Also ist jede Einheit % von %

E v0n§

I}

Wir haben ein Halb in 1 -3 = 3 Einheiten eingeteilt.

3 1
Also passen 3 von 3

1
> auf o

J

e

N <

von A assen auf 4
3 P e

Die Rechnung:

Do =
W =
L\')‘»—\
— | w
| o




| Beispiel 2 !
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Was ist % B %? Anders gesagt: Wie viel von % passt auf % ?

1 | 1 | 1 I
5 5 5

o]~

Wir teilen ein Halb in 5 Einheiten und jedes Fiinftel in 2 Einheiten ein.

Wir haben die Fiinftel in 2 - 3 = 6 Einheiten eingeteilt.
Also ist jede Einheit § von 2.

1—vong
6 5

)

Wir haben ein Halb in 1 -5 = 5 Einheiten eingeteilt.

5 3 1
Also passen ¢ von g auf 3.

(N J
Y
5.3 1
g von 5 passenauf .
Die Rechnung;:
13 1.5 5
2°'5 23 6




| Beispiel 3 !
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Was ist % B %? Anders gesagt: Wie viel von % passt auf % ?

|

o1|—=
(15N
[GIEN

Wir haben die Fiinftel in 3 - 3 = 9 Einheiten eingeteilt.

Also ist jede Einheit & von 2.
l von §
9 5
A

Wir haben die Drittel in 2 - 5 = 10 Einheiten eingeteilt.

10 3 2
Also passen -5 von g auf 3.

-

_J

Y
1 2
) passen auf

von S i
3"

5

Die Rechnung;:

Wir teilen jedes Drittel in 5 Einheiten und jedes Fiinftel in 3 Einheiten ein.
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| Beispiel 4 !

Was ist % B %? Anders gesagt: Wie viel von % passt auf % ?

i I : I i | I |
4 4 4

w|—=

Wir teilen jedes Viertel in 3 Einheiten und jedes Drittel in 4 Einheiten ein.

Wir haben die Drittel in 4 - 2 = 8 Einheiten eingeteilt.

Also ist jede Einheit & von 2.

foJ =N
<
o
3
w|N

i}

Wir haben die Viertel in 3 -3 = 9 Einheiten eingeteilt.

9 2 3
Also passen g von 3 auf ¥.

\_ J
Y
5 von Z assen auf <)
8 3 P 4
Die Rechnung:
3.2_3-3_9
4°3 4.2 8




| Beispiel 5 !
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Was ist % : % ? Anders gesagt: Wie viel von % passt auf % ?

|

(1SN

1 | 1 | 1 |
5 5 5

w|—=

Wir haben die Drittel in 5 -2 = 10 Einheiten eingeteilt.

Also ist jede Einheit 15 von 2.

Wir haben die Fiinftel in 4 - 3 = 12 Einheiten eingeteilt.

Also passen }—g von % auf %.
L e |
N\ J
Y
iz von 2 assen auf —
10 3 P 5

Die Rechnung;:

Wir teilen jedes Fiinftel in 3 Einheiten und jedes Drittel in 5 Einheiten ein.




l Beispiel 6 !
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Was ist % : % ? Anders gesagt: Wie viel von % passt auf % ?

o=
o=

o=
o=

|

o=

[GIES
[GIES

[G1=N
[GIEN

Wir teilen jedes Sechstel in 5 Einheiten und jedes Fiinftel in 6 Einheiten ein.

| I I I I |
IR RN RN RENE RN

Wir haben die Fnftel in 6 - 4 = 24 Einheiten eingeteilt.

Also ist jede Einheit i von 4

2.
AL o &
24 5

Wir haben die Sechstel in 5 - 5 = 25 Einheiten eingeteilt.
25 4 5
Also passen 53 von g auf g.

J
N

S
6"
Die Rechnung;:
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| Beispiel 7 !

Wir wollen § durch 3 teilen.

g | EF [ E¥
6 G| G

i I
%

o]~
bl
(o] Eo

EN{EN

i |
%

N

Dazu kiirzen wie zunéchst die Briiche, falls das mdoglich ist. Also:
4 4:2 2

6 6:2 3
Die neue Aufgabe lautet nun:

ist 2.3 9 - Wie vi 3 29
Was ist 5 : 5 7 Also: Wie viel von § passt auf 5 7

a2 | N &7 I
Wir teilen jedes Drittel in 4 Einheiten und jedes Viertel in 3 Einheiten ein.

I |
I I | |

Wir haben die Viertel in 3 - 3 = 9 Einheiten eingeteilt.
3

Also ist jede Einheit % von

Z-
1 von 3
9 4
A

Wir haben die Drittel in 2 - 4 = 8 Einheiten eingeteilt.

Also passen g von % auf %
N\ J
Y
8 3 2
g von 7 passen aufg.
Die Rechnung:
48 _4:23 23 23 24 8
6 4 6:2 4 3 4 34 33 9
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| Beispiel 8 !

Wir wollen % durch % teilen.

3 FY | ¥y |
6 6 6
al | 1 | 1
4 4 4

Dazu kiirzen wie zunéchst die Briiche, falls das mdoglich ist. Also:
2 2:2 _ 1

4 7 4:2 7 2

o=
o=

NN

Die neue Aufgabe lautet nun:

Was ist % : % ? Anders gesagt: Wie viel von 1 passt auf % ?

2
I |

2

o=
o=

N|—=

Wir teilen jedes Sechstel in 2 Einheiten und wir teilen ein Halb in 6 Einheiten

eln.
I I I |

Wir haben ein Halb in 6 - 1 = 6 Einheiten eingeteilt.

Also ist jede Einheit % von %
Tvond
6 2
A

Wir haben die Sechstel in 5 -2 = 10 Einheiten eingeteilt.

Also passen 12 von 1

5
8 > aufG.

A
&

o) von ils assen auf g
2 P 6"

Die Rechnung;:




