1 Briiche multiplizieren

In der Mathematik hat sich die folgende Regel durchgesetzt:

Briiche werden multipliziert, indem
die Zéahler und die Nenner multipliziert werden.

Diese Regel kénnen wir kurz so zusammenfassen:
Zdhler mal Zdhler, Nenner mal Nenner.

Verwenden wir Variablen, konnen wir das sehr kurz so aufschreiben:
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Dabei stehen a, b, ¢ und d fiir natiirlichen Zahlen, wobei b und d ungleich 0 sein
sollen.

1.1 Beispiele

Die Zahlen, die multipliziert werden, nennen wir

. =" == Faktoren. Hier werden also die Faktoren % und

o=

multipliziert.
2 4 2.4 8 Das Ergebnis einer Multiplikation nennen wir
35 3.5 15 Produkt. Hier ist das Produkt der Bruch %.
Wenden wir die Bruchmultiplikation auf natiirliche
16 4.6 o4 Zahlen an, erhalten wir die Ergebnisse, die wir vom
1 1° ﬁ =7 = 24  Rechnen mit natiirlichen Zahlen gewohnt sind, denn

% ist gleich 4, % ist gleich 6, % ist gleich 24 und 4 - 6
ist gleich 24.

Um nicht mit unnotig grofen Zahlen rechnen zu miissen, kiirzen wir Briiche, bevor
wir sie multiplizieren.
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Wenn sich ein weiteres Mal die Méglichkeit ergibt, zu kiirzen, dann machen wir
das auch.
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Manchmal schreiben wir eine Zahl als Produkt von Primzahlen auf, um kiirzen
zu koénnen.
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Gerade bei , grofleren” Zahlen kann es hilfreich sein, direkt am Anfang beide
Zahler und Nenner als Produkte von Primzahlen zu schreiben.
Beispiel 1:

14 25 2.7 5.5 2% 55 5 5
20 2.2.5 2.2.5 3-2 6
Beispiel 2:
198 60 2-3-3-11 2-2-5-3 2-3-3-H 2:2.5-3 6
99 3.3-11 3-3- ™. 7

1.2 Sprechweisen

% . % ist ,,ein Drittel mal ein Viertel“ oder ,ein Drittel von ein Viertel“.
Wir sagen nicht: ,,ein Drittel von einem Viertel“ und auch nicht ,ein Drittel eines
Viertels“, weil nicht ein bestimmtes Viertel gemeint ist, sondern die Zahl %.

Dabei iibertragen wie die Sprechweisen, die wie von den natiirlichen Zahlen ken-
nen, auf die Bruchrechnung, denn:

3 -4 ist ,das dreifache von Vier“ und nicht ,,das dreifache von einer Vier* oder
,das dreifache einer Vier* oder ,das Dreifache eines Vierers“. Ebenso bezeichnen
wir

% . % mit ,,zwei Fiinftel mal neun Siebtel“ oder mit ,,zwei Fiinftel von neun Siebtel*.

Wir sagen nicht: ,zwei Fiinftel von neun Siebteln* und auch nicht ,zwei Filinftel
des neunfachen eines Siebtels*.

1.3 Erklarung der Bruchmultiplikation

Wir kennen die Multiplikation natiirlicher Zahlen als Abkiirzung der Addition.
Z.B.:
3-4=4+4+4=12.

Es ist also 3 - 4 das Dreifache von Vier.

Wenn wir eine natiirliche Zahl mit einem Bruch multiplizieren, wollen wir das
genauso verstehen. Dann ist z.B. 3 - % = i + % + % = %. Damit ist dann 3 - i das
Dreifache von ein Viertel.



Auf dieses Ergebnis kommen wir auch, wenn wir die oben definierte Bruchmulti-
plikation verwenden:

5 1 31 31 3
1 4 1.4 4
Was koénnte nun % . i sein?
Wenn 3 - % das Dreifache von ein Viertel ist, konnte doch % . % ein Drittel von ein

Viertel sein.

Wie wir z. B. an den Bruchstreifen sehen kénnen, ist ein Drittel von ein Viertel
ein Zwolftel, denn wenn wir jedes Viertel in drei gleich grofie Teile teilen, passen
3 -4 =12 dieser Teile auf ein Ganzes.
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Zu genau diesem Ergebnis kommen wir auch, wenn wir Zahler mal Zahler und
Nenner mal Nenner rechnen.
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Von den natiirlichen Zahlen kennen wir die folgende Situation: Wenn wir z.B. 3 - 4

rechnen, erhalten wir 12, und wenn wir 6 - 4 rechnen, erhalten wir das Doppelte

von 12, ndmlich 24. Dementsprechend soll das Ergebnis von % . i doppelt so grofl
sein wie das Ergebnis von % . %.

Genau dieses Ergebnis erhalten wir, wenn wir die Definition verwenden.

2 1 2.1 2

3 4 3.4 12

Auch das kénnen wir an den Bruchstreifen nachvollziehen. Wenn wir ein Drittel
von ein Viertel bilden, erhalten wir ein Zwolftel. Wenn wir zwei Drittel von ein
Viertel bilden, erhalten wir zwei Zwolftel.
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Um % . % mit den Bruchstreifen zu veranschaulichen, kénnten wir % in 3 gleich
grofle Teile teilen. Das wére zwar richtig und sinnvoll, aber dann kénnten wir
nicht so gut sehen, dass die Regel Zdihler mal Zdhler und Nenner mal Nenner
sinnvoll ist.

Deshalb entscheiden wir uns fiir die folgende Methode: Wir bilden ein Drittel

jedes der 3 Viertel des Bruchstreifens. Wie wir sehen, sind das 1—32

1 1 A1 1 1 1 1 a1 1
12 12 12 12 12 12 12 12 12

Multiplizieren wir entsprechend der Definition, tritt genau das gleiche ein:
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13 1-3 3
3 4 34 12
Folgen wir dieser Logik weiter, so soll % . % das dreifache von % . % sein.

Dieses Ergebnis erhalten wir, wenn wir die Definition verwenden:

2 3 23 6

34 3.4 12

denn sechs Zwolftel sind dreimal so grofl wie zwei Zwolftel.
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Schauen wir uns die Bruchmultiplikation an einem weiteren Beispiel an:
Wenn wir ein Drittel in 5 gleich grofle Teile teilen, ist jedes dieser Teile ein Fiinf-
zehntel, weil 5 - 3 = 15 dieser Teile auf ein Ganzes passen.
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soll die Antwort auf die Frage sein: ,Wie viel ist % von % 7¢

Das Ergebnis von %



Wir rechnen:

. 1.2
Das Ergebnis von ¢ - 3

soll die Antwort auf die Frage sein: ,Wie viel ist % von % 74

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
Wir rechnen:
1 2 1-2 2
5 3 5-3 15
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soll die Antwort auf die Frage sein: ,Wie viel sind % von % 7¢

Das Ergebnis von
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Wir rechnen:

4.2
53
soll die Antwort auf die Frage sein: ,Wie viel sind % von % 7¢

Das Ergebnis von
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Wir rechnen:
4 2 4-2 8
5 3 5-3 15



1.4 Beispiele

Schauen wir uns noch ein paar Beispiele an:

Beispiel 1

Wie wollen die Briiche % und % multiplizieren, also % . % ausrechnen.

Wir fragen uns: Was sind zwei Drittel von drei Viertel?

Zunichst teilen wir alle 4 Viertel in 3 Einheiten. Dadurch entstehen 3 -4 = 12

Einheiten. Deshalb ist eine Einheit % des Ganzen.
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% von i sind 2 Einheiten.
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% von % sind dann 2 - 3 = 6 Einheiten.
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Zusammen sind das % .
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Weil wir das Ergebnis noch kiirzen, haben wir nun die folgende Rechnung:
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Beispiel 2

Wie wollen die Briiche g und % multiplizieren, also 9, . % ausrechnen.

Wir fragen uns: Was sind sechs Siebtel von drei Fiinftel?

Zunachst teilen wir alle 5 Funftel in 7 Einheiten. Dadurch entstehen 7 -5 = 35
Einheiten. Deshalb ist eine Einheit 3—15 des Ganzen.
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von % sind 6 Einheiten.
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von g sind dann 6 - 3 = 18 Einheiten.
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Zusammen sind das % .
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Hier ist die vollstdndige Rechnung dazu:

6 3 6-3 18

75 7.5 35
Beispiel 3

Wie wollen die Briiche % und % multiplizieren, also % . % ausrechnen.

Wir fragen uns: Was sind drei Viertel von zwei Fiinftel?
Zunéachst teilen wir alle 5 Flinftel in 4 Einheiten. Dadurch entstehen 4 - 5 = 20

Einheiten. Deshalb ist eine Einheit % des Ganzen.
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% von é sind 3 Einheiten.
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1 von % sind dann 3 -2 = 6 Einheiten.
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Zusammen sind das % .



Weil wir das Ergebnis noch kiirzen, haben wir nun die folgende Rechnung:

_3:2_6_6:2 3
4.5 20 20:2 10

Beispiel 4

Wie wollen die Briiche % und % multiplizieren, also % . % ausrechnen.

Wir fragen uns: Was sind vier Fiinftel von fiinf Sechstel?
Zunachst teilen wir alle 6 Sechstel in 5 Einheiten. Dadurch entstehen 5 -6 = 30

Einheiten. Deshalb ist eine Einheit % des Ganzen.
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% von % sind 4 Einheiten.

% von % sind dann 4 - 5 = 20 Einheiten.
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Zusammen sind das 2

30'

_4-5 20 20:10 2
T 5.6 30 30:10 3

Dieses Ergebnis hétte wir iibrigens auch erhalten, wenn wir die Briiche vor der
Multiplikation gekiirzt hétten. Aber dann hétten wir nichts mehr zu multiplizie-
ren gehabt.

45 4 5§
5 6 § 6

1.5 Anschauliche Bruchmultiplikation

Wir kénnen uns die Multiplikation von Briichen nach einem Standardverfahren
vorstellen. Hier sind ein paar Beispiele.



I Beispiel 1 !
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Wir wollen % * 5 veranschaulichen. Dazu markieren wir 5 von 9 Neunteln.
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Jedes dieser Neuntel teilen wir in 7 Einheiten ein. Damit gibt es insgesamt
7 -9 = 63 Einheiten, also ist jede Einheit %.

ten.

Wir markieren jeweils 2 der 5 Neuntel. Das sind insgesamt 2 -5 = 10 Einhei-
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Die markeirten Einheiten schieben wir zusammen und lesen das Ergebnis ab.

it 2.5 _2-5 _ 10
Alsoist 5-§ = 275 = 33-
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I Beispiel 2 !

5

Wir wollen % @ 5 veranschaulichen. Dazu markieren wir 5 von 8 Achteln.
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Jedes dieser Achtel teilen wir in 7 Einheiten ein. Damit gibt es insgesamt
7 -8 = 56 Einheiten, also ist jede Einheit gs.

Wir markieren jeweils 4 der 5 Achtel. Das sind insgesamt 4-5 = 20 Einheiten.
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Die markeirten Einheiten schieben wir zusammen und lesen das Ergebnis ab.
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‘4 4.5 _4-5 _ 20
Also ist 7 - § = 75 = 55

Das Ergebnis kénnen wir noch kiirzen und wir erhalten: % = ?)g—ii = %
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Wir hétten auch am Anfang kiirzen konnen: 7 - g = 75 = L7 24" 14

Aber dann hatten wir nicht sehen kénnen, wie die Bruchmultiplikation funk-
tioniert.
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Wenn wir die einzelnen Schritt beherrschen, kénnen wir die anschauliche Bruch-
multiplikation auch so zusammenfassen.

| Beispiel 3 ! .

Wir wollen % . % veranschaulichen.

2 2 2 1
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Beispiel 4
Wir wollen % . é veranschaulichen.
2 4 24 8
3 5 3.5 15
1 1 1 1 1 |
5 5 5 5 5
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l Beispiel 4 !

Wir wollen % . % veranschaulichen.
3 4 3.4 12 1
8 6 8.6 48 4
1 1 1 1 | 1 | 1 |
6 6 6 6 6 6
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1.6 Uber Kreuz kiirzen
Wenn wir % . % ausrechnen moéchten, kiirzen wir, bevor wir rechnen. Also:

3.2 3 2 3 13
4 5 2.2 5 R%.2 5 2
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Aber warum funktioniert das? Warum koénnen wir ,iiber Kreuz“ kiirzen?

Schauen wir uns diesen Zusammenhang an den Bruchstreifen an: Wie wir sehen,
3
1
3

Statt also zwei Fiinftel von § zu bestimmen, berechnen wir nur ein Fiinftel von

einem Bruch, der doppelt so grof} ist wie %, namlich von

sind % doppelt so grofl wie

3
5-
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Wir kénnen uns das auch etwas allgemeiner vorstellen: Wir haben irgendeine
Léange gegeben und mochten % dieser Lénge bestimmen. Dann kénnen wir ebenso

gut nur é der doppelten Lénge bestimmen und erhalten das gleiche Ergebnis.

Weitere Beispiele
5 6 5 3

4 117 11
Wir haben eine Strecke in 14 Teile geteilt. Und wir haben eine halb so grofle
Strecke in 7 Teile geteilt. Wie wir sehen, sind die Siebtel der halben Strecke so
grof} wie die Vierzehntel der ganzen Strecke.
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Diese Darstellung funktioniert sogar dann, wenn durch das Kiirzen der Zahler des
ersten Bruchs grofler wird als dessen Nenner.

9 6 9

9. 6_9 3
14 11 7 11
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In diesem Beispiel geht es um eine beliebig lange Strecke a. Die Zwolftel des
dreifachen von a sind genauso lang wie die Viertel der einfachen Strecke.

1o,
12 2T

1.7 Vertauschung von Zihlern und Nennern

Wenn wir zwei Briiche multiplizieren, kénnen wir die Zahler vertauschen, ohne
das Ergebnis zu &ndern. Das Gleiche gilt fiir die Nenner. Z. B.:

37 37 73 73

25 52 52 25
Warum ist das so?

1.7.1 Ausgangsbriiche

Schauen wir uns an, wie wir % : % multiplizieren:

Zunichst teilen wir alle 7 Siebtel in 3 Einheiten ein. Dadurch entstehen 3-7 = 21
Einheiten.

Deshalb ist eine Einheit % des Ganzen.
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% von = sind zwei Einheiten von einem Bruchteil, also 57

:

2 5

5 von z, sind jeweils zwei Einheiten von fiinf Bruchteilen,

also sind es 2 - 5 = 10 Einheiten.
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Das Ergebnis ist 57 .
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1.7.2 Vertauschte Zahler

Schauen wir uns nun % . % an:

Zunichst teilen wir alle 7 Siebtel in 3 Einheiten. Dadurch entstehen 3 -7 = 21
Einheiten.
Deshalb ist eine Einheit % des Ganzen.
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g von %, sind jeweils finf Einheiten von zwe¢ Bruchteilen,

also sind es 5 - 2 = 10 Einheiten. Das Ergebnis ist % .

i ililLli i ilLlilLl
21| 21| 21| 21| 27| 21| 21[ 21| 21|21

Warum kommt nun das gleiche Ergebnis heraus?

Da die Nenner gleich geblieben sind, sind auch die Einheiten gleich geblieben.
Es sind 21-stel.

Die Anzahl der Einheiten im Ergebnis ist gleich geblieben, weil wir im ersten
Fall jeweils zwei Einheiten von fiinf Teilen bestimmt haben und im zweiten Fall
jeweils flinf Einheiten von zwei Teilen bestimmt haben. In beiden Fillen sind es
10 Einheiten.

1.7.3 Vertauschte Nenner

5 2.
738"

Zunichst teilen wir alle 3 Drittel in 7 Einheiten. Dadurch entstehen 7 -3 = 21
Einheiten.

Kommen wir nun zu

Deshalb ist eine Einheit % des Ganzen.
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21
% von % sind finf Einheiten von einem Bruchteil, also %
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% von %, sind jeweils finf Einheiten von zwei Bruchteilen,

also sind es 5 - 2 = 10 Einheiten.

21| 21|27 21| 21|27 | 21| 27| 27| 21| 21| 27| 21 21

Das Ergebnis ist 37 .
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Da die Zahler gleich geblieben sind, bilden wir wieder jeweils fiinf Einheiten von
zwet Bruchteilen. Das sind 10 Einheiten.

Warum kommt nun bei 3 - % das gleiche Ergebnis heraus wie bei g . .2,?

In der vorherigen Rechnung haben wir alle 7 Siebtel in jeweils 3 Einheiten geteilt.
Das Ergebnis waren 21-stel. In dieser Rechnung haben wir 3 Drittel in jeweils 7
Einheiten geteilt. Das Ergebnis waren wieder 21-stel. Deshalb ist auch der Nenner
gleich geblieben.

1.7.4 Vertauschte Zahler

Zum guten Schluss haben wir noch % . % :
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Zunichst teilen wir alle 3 Drittel in 7 Einheiten. Dadurch entstehen 7 -3 = 21
Einheiten.

Deshalb ist eine Einheit zi des Ganzen.

von % sindzwei Einheiten von einem Bruchteil, also
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= von g, sind jeweils zwei Einheiten von fiinf Bruchteilen,

also sind es 2 - 5 = 10 Einheiten.

21 21 gl 21 21 31|71 71| 27 |71 21 gl 21 21| 21| 21| 21| 21| 27]2T127| 21| 21| 27| 21| 21

Das Ergebnis ist % .

__________77__L ______
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Warum kommt nun bei 2 - % wieder das gleiche wie bei allen anderen Produkten
heraus?

Der Zéahler bleibt gleich, weil wir entweder fiinf Einheiten von zwei Teilen nehmen
oder zwei Einheiten von fiinf Teilen. Die Anzahl bleibt immer gleich.

Der Nenner bleibt gleich, weil wir entweder 3 Drittel in jeweils 7 Einheiten teilen

oder 7 Siebtel in jeweils 3 Einheiten. Die Anzahl bleibt immer gleich.
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