Das Standardmodell

Das aufstellen von Zahlen

Wir konnen die Zahlen, die normalerweise auf der Zahlengerade einfach so herum-
liegen,

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Abb. 1 Auf der Zahlengerade herumliegende Zahlen

aufstellen und sie damit sichtbar machen. Die oberen Enden der Zahlen liegen dann
auf dem Graphen der Funktion f(x) = x.
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Abb. 2 Zahlen aufstellen mit proportionaler Funktion f(x) = x

Wenn wir uns vorstellen wollen, wie es aussieht, wenn diese Zahlen durch 2 geteilt
werden, konnen wir den Funktionsgraphen der Funktion f(x) = %x einzeichnen. Die
Hilften der Zahlen liegen dann auf diesem Funktionsgraphen.
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Abb. 3 Durch die Funktion f(x) = %x halbierte Zahlen

Verwenden wir die Funktion f(x) = %x, konnen wir alle Zahlen graphisch durch 3
teilen. Mit dem Schaubild lassen sich viele Zusammenhinge entdecken. Z. B.: Die
Ergebnisse erhohen sich von Zahl zu Zahl um jeweils % Dassiehtmanan6:3=2,7:

3= 2%, 8:3= 2% usw. Begriinden lasst sich das z. B. damit, dass die Funktionswerte
der Funktion f(x) = %x pro Einheit auf der x-Achse um % wiichst.
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Abb. 4 Durch die Funktion f(x) = %x gedrittelte Zahlen

Diesen Zusammenhang am Schaubild zu sehen, ist ziemlich einfach. Aber ohne



Schaubild wiirde wohl kaum ein Schiiler auf der Frage nach 8 : 3 auf das Ergeb-
nis 2% mit der Begriindung kommen, dass das Ergebnis um % kleiner sein muss als
das Ergebnis von 9 : 3.

Diese Uberlegungen lassen sich auch auf andere Zahlen und Rechnungen iibertragen.
Esistz.B.17:7 = 2%, weil 17 um 3 grofBer ist als 14 und 14 : 7 = 2 ist.

Mit diesem Modell des Zahlen-Aufstellens kdnnen wir auch die Zahlen sichtbar ma-
chen, die sich auf dem Intervall von O bis 1 befinden. Das sind z. B. Briiche, deren
Werte nun ganz gut vergleichbar sind. Dabei sieht man auch, dass Briiche wie %
nicht unbedingt grof} sein miissen, nur weil die Zahlen im Zihler und im Nenner
,»grof* sind.

Es kann fiir Schiiler hilfreich sein, einen Ort zu haben, an dem sie einen Bruch ge-
danklich fixieren konnen. Hat man zusitzlich noch die Drittel, Viertel und Fiinftel
im Dreieck positioniert, fallen die Gréenvergleiche sehr leicht.
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Abb. 5 Briiche aufstellen

Beliebige ganze Zahlen dividieren

Es gibt grundsitzlich zwei Moglichkeiten, das dividieren von Zahlen zu verstehen.
Die eine ist das Konzept des Messens: Wenn wir 12 : 3 rechnen, nehmen wir die 3 als
Einheit und iiberlegen uns, wie oft diese Einheit auf die 12 passt. Wir beantworten
also die Frage: Wie oft passt 3 auf 12? Das funktioniert dann am besten, wenn eine
groBe Zahl durch eine kleine Zahl geteilt wird. Wie aber konnen wir uns z. B. 3 : 7
vorstellen? Dann miissen wir die Frage dndern: Wie viel von 7 passt auf 37
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Was ist 3:7 ? Also:

Wie viel von 7 passtauf 3 ?
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Wir teilen beide Zahlen in
gemeinsame Einheiten ein.
.
f Dazu teilen wir die
7 in 7 Teile und
Ldie 3 in 3 Teile.
0
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Da wir die 7 in
7 Teile geteilt haben,

ist jedes Teil %

von 7 .
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Wir haben 3 in
3 Teile geteilt.
Das sind
3 von 7
7 .
] 0




Also passen
% von 7 auf 3.

Das sind
3 von 7
7 .

Und hier sieht man zum ersten Mal, dass diese Methode auch auf das Dividieren von
Briichen und eine anschauliche Begriindung der Kehrwertregel hinauslauft.

%Von7

sind gleich




Addieren und subtrahieren von Briichen

Bevor das Teilen von Briichen besprochen wird, schauen wir uns die erste Operation
an, die man (nach dem Kiirzen und Erweitern) gemeinhin mit Briichen ausfiihrt: das
Addieren und das Subtrahieren.

Wie viel sind %+% ?
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Jetzt konnen wir addieren.
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Wie viel sind EFRY)

7 2°

1
............................... ~>
................................ | 3
7
T T T 1 | B I — 0
0 1
@ -
Dazu teilen wir
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Dazu teilen wir beide Briiche

in gleich groBe Einheiten ein.

Nun kénnen wir die Differenz
rechnerisch bestimmen.
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Multiplizieren von Briichen

Mit diesem Standardmodell kénnen wir problemlos Briiche mit Briichen multipli-
zieren. Schiilern fillt es manchmal schwer, die verschiedenen Rollen, die die beiden
Briiche beim Multiplizieren haben, auseinanderzuhalten. In diesem Modell kann das
aber nicht passieren, weil nur ein Bruch im Dreieck platziert wird und der andere
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Bruch als lineare Funktion auftritt.

.11
—-— ? Also:
Was ist 23 SO

Wie viel ist % von % ?
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[Wir teilen % in 2 gleiche Teile.]
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Jedes dieser Teile ist

dann % des Ganzen,

weil 2-3 Teile auf
1 passen.
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Wir rechnen:

f In Worten: Ein
Halb eines Drittels
L ist ein Sechstel.
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Was ist iy ? Also: _é
Wie viel ist % von % ? 4
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T von 3 ist gleich 20"
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Wir rechnen und kiirzen:
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Dividieren von Briichen durch Briiche

Die Konigsdisziplin beim Rechnen mit Briichen ist sicher das Teilen von Briichen
durch Briiche. Es ist sehr wichtig, sich dabei nicht nur auf den Formalismus zu ver-
lassen, sondern die Sinnhaftigkeit der Kehrwertregel auch konkret und anschaulich
zugénglich zu machen. Andernfalls verliert man an dieser Stelle gerade die Schiiler,
die sich fiir Mathematik interessieren und die sich bisher dariiber freuten, dass Mathe
so logisch und klar ist. Ohne eine ausfiihrliche Anleitung zum graphischen Verstind-
nis werden aber fast alle Schiiler an der Verbildlichung dieser Regel scheitern.

Erwachsenen Menschen fillt es mitunter schwer, sich in das graphische Teilen von
Briichen einzufinden, weil sie nicht erwarten, in Verbindung mit der Bruchrechnung
etwas neues lernen zu miissen. Demgegeniiber gehen Schiiler damit meist unbedarf-
ter um, weil sie es gewohnt sind, etwas neues zu lernen. Aulerdem kennen sie das
zentrale Element des graphischen Teilens von Briichen schon von der Addition und
der Subtraktion von Briichen, ndmlich das Einteilen der Briiche in gleich grof3e Ein-
heiten.

Entscheidend ist hier noch eine Voriiberlegung: Was bedeutet es, Briiche zu teilen?
Wie schon oben kurz erwihnt kénnen wir uns z. B. bei der Aufgabe % : % fragen:

Wie viel von s passt auf 5 ?
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W list —:— ?
ie viel is >3
Also: Wie viel von

% passt auf % ?
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Wir teilen beide Briiche in
gemeinsame Einheiten ein.
Dazu teilen wir ein
Halb in 5 Teile und
ein Fiinftel in 2 Teile.
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Wir haben % in

2 Teile geteilt.
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Also passen
el von 1 auf 1
2 5 27

Das sind
5 1
= von —.
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Wir rechnen:
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Was ist %% ? Also:

Wie viel von % passt auf % ?
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Wir teilen beide Briiche in
gemeinsame Einheiten ein.
Dazu teilen wir jedes
Fiinftel in 4 Teile und
jedes Viertel in 5 Teile.
f 0
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Wir haben % in

5.3 =15 Teile geteilt.
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Wir haben % in2-4=8

Teile geteilt.
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Prozentrechnung

Auch die Prozentrechnung hat in diesem Standardmodell ihren Platz. Dargestellt ist
zunichst die Aufgabe: Wie viel sind 37% von 68?7 Auch wenn man zur genauen
Bestimmung des Ergebnisses eine Rechnung braucht, tragt das Modell dazu bei, sich
die GréBenordnungen vorstellen zu kénnen.

37
-—— =68-37% = 25,16
68 100 o

0 %

0 25,16 50 68 100

Mit der Aufgabe ,,137% von 44* sehen wir im Modell einen schonen Zusammenhang
zu den linearen Funktionen, denn jede Prozentangabe kann als eine solche Funktion
dargestellt werden.
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137 _ iAo, —
44 100 =44 -137% = 60,28

I 0%
0 44 60,28 100

Steigunsdreiecke

Da wir uns gedanklich ohnehin schon in einem Dreieck befinden, ist der Weg zum
Steigungsdreieck nicht mehr weit. Deshalb sei dieses Thema hier nur anekdotisch an
einem kleinen Beispiel dargestellt. Alle weiteren Anwendungen ergeben sich ohne
Miihe aus dem aktuellen Unterrichtsgeschehen beim Besprechen von Steigungsdrei-
ecken.
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Strahlensiitze

Aus der Systematik des Modells ergibt sich ebenso eine typische Strahlensatzfigur.
Lost man die bunten Dreiecke aus dem Modell heraus, erhilt man dhnliche Dreiecke
aus denen dann alle weiteren Strahlensatzfiguren gelegt werden konnen.
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Potenzen mit rationalen Exponenten

Soweit mir bekannt ist, gibt auler dem hier gezeigten Modell kein anderes, in dem
Potenzen mit rationalen Exponenten standardmifBig dargestellt werden konnen. Des-
halb sei nun das Potenzieren von Potenzen mit rationalen Exponenten in aller Aus-
fithrlichkeit dargestellt. Mit etwas Ubung in dieser Darstellungsweise konnen die
Rechnungen genauso gut in einem einzigen Schaubild zusammengefasst werden.
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Exponentialfunktionen

Im Zusammenhang mit dem Potenzieren von Potenzen mit rationalen Exponenten
haben wir einen Wert mehrmals mit sich selbst multipliziert. Prinzipiell das Gleiche
passiert auch bei Exponentialfunktionen. Dargestellt ist (in gelb) ganz links ein mit
1,1 multiplizierter Anfangswert, der immer wieder mit dem Wachstumsfaktor 1, 1
multipliziert wird. Stellt man dann die erhaltenen Séulen dquidistant auf, erhilt man
den typischen Graphen einer Exponentialfunktion.
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f)=a1,1"

Das funktioniert auch mit dem Wachstumsfaktor 2.
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