Warum es nicht deine Schuld ist, wenn du Mathe nicht verstehst

Ein Ratgeber fiir Eltern, Schiiler und Lehrer

Martin Wabnik






Warum es nicht deine Schuld ist, wenn du Mathe
nicht verstehst

Ein Ratgeber fiir Eltern, Schiiler und Lehrer

Martin Wabnik



Bibliografische Information der Deutschen Nationalbibliothek: Die Deutsche
Nationalbibliothek verzeichnet diese Publikation in der Deutschen
Nationalbibliografie; detaillierte bibliografische Daten sind im Internet iiber
http://dnb.dnb.de abrufbar.

Texte und Grafiken: (©) 2023 Martin Wabnik
Umschlaggestaltung: (©) 2023 Martin Wabnik

Verlag:
Martin Wabnik
Hansaring 92
48268 Greven



Yorwort

Mit der Mathematik verhilt es sich dhnlich wie mit der Sprache: Wir alle beeinflus-
sen die deutsche Sprache, indem wir sie verstehen und indem wir auf deutsch spre-
chen und schreiben. Damit besteht unsere Sprache nicht nur aus Wortern und Gram-
matik. Fiir eine lebendige Sprache brauchen wir uns: echte Menschen, mit unserem
Gliick und unserer Trauer, mit unserer Hoffnung und unserem Zorn, mit unserem
Alltag und unseren Trdumen.

Ebenso ist Mathematik nur zu einem kleinen Teil das, was in Formelsammlungen
und Lehrbiichern steht. Wir alle gestalten Mathematik, ob wir nun mit ihrer Hilfe
die Welt verdndern oder ob wir sie hassen und unsere negative Einstellung an unsere
Kinder weitergeben. Wenn wir mit der Mathematik unsere Zukunft gestalten wollen,
brauchen wir nicht nur ein bisschen Biicherwissen, welches fiir ein paar Punkte in
Klassenarbeiten reicht, sondern wir brauchen uns Menschen: mit unserem individu-
ellen Verstindnis von Mathematik, mit dem Sinn, den wir in diesem Fach sehen, mit
unseren Ideen und dem Willen, die Probleme unserer Zeit mit Mathematik zu 16sen.
Wir alle sind gefragt, wenn es darum geht, Mif3stande scharf zu analysieren, abstrak-
te Strukturen zu erkennen und mit der Leidenschaft fiir die Exaktheit der Mathematik
Schwurblern und Agitatoren robust entgegenzutreten.

Aber warum fristet dann dieses Fach in unseren Schulen so ein kiimmerliches
Dasein und ist sogar mit Angst besetzt? Warum setzen sich trotz des Verfalls unseres
Bildungssystems nicht weite Teile der Bevolkerung fiir einen besseren Matheunter-
richt ein? Weil Menschen meinen, sie seien selbst daran schuld, wenn sie Mathe
nicht verstehen. Das ist eine Position, von der aus man kaum mit breiter Brust die
Verbesserung des Matheunterrichts fordern kann.

Ich finde das schrecklich!

Und es stimmt auch nicht! Seit mehr als 30 Jahren unterrichte ich Mathematik, 20
Jahre davon in meiner eigenen (staatlich anerkannten) Mathe-Schule. Seit 16 Jahren
verstehen zigtausend Schiiler mit meinen Videos und meinen speziellen Erkldrungen
Mathematik. Ein Mensch, der selbst daran schuld, wenn er Mathe nicht versteht, ist
mir bis heute nicht begegnet. Was ich statt dessen jeden Tag erlebe, sind junge Men-
schen, die ihre mathematischen Fahigkeiten verbessern, die neugierig sind und viele
Fragen stellen, die sich iiber ihr individuelles Verstdndnis freuen und stolz darauf
sind.



Dieses Buch habe ich geschrieben, weil ich mochte, dass niemand wegen Mathe
mit sich hadern muss und dass wir alle zusammen Mathematik zu etwas Positivem
und Schénem machen.

Der erste Schritt dahin ist das Zuriicklassen von Mathe-Angst und Schuldgefiih-
len. Dazu miissen die Probleme, die es mit Mathe gibt, benannt werden. Diese Liste
ist sehr lang, sie ist nicht lustig und sie gehort - meiner Meinung nach - in dieser
Ausfiihrlichkeit in dieses Buch. Nur wenn man die Probleme kennt, kann man sie
l16sen.

Und Losungen werden hier reichlich angeboten: Lehrer konnen verschiedene Er-
kldarungen anbieten und Priifungen ohne Angst gestalten, Schiiler konnen aufschrei-
ben, was sie denken und so ihr eigenes Verstdndnis der Mathematik aufbauen und
Eltern konnen ohne Notendruck ihre Kinder durch eine positive Einstellung der Ma-
thematik gegeniiber beim Lernen unterstiitzen.

Lernen ist ein Prozess, den jeder Mensch mitgestaltet. Jeder kann den ersten
Schritt machen - der oftmals sogar ziemlich einfach sein kann: Hat man etwas nicht
verstanden, kann man einfach nach der passenden Erklirung suchen. Uber meine
verschiedenen Erkldrungen, die ich z. B. auch in meinen Videos anbiete, sprach ich
vor einiger Zeit mit einem Mathe-Lehrer. Er sagte mir dann vollig entriistet: ,,Ja,
wenn Sie das so erkldren, dann versteht es ja jeder!*

Eben.

Greven, 9. 9. 2023

Martin Wabnik
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Einleitung

Wenn man Mathe nicht versteht, liegt das hochstwahrscheinlich nicht an einem selbst,
sondern an den vielen massiven Problemen, die unser Bildungssystem nachweislich
bereithélt. Das ist nicht nur mir aufgefallen, sondern auch dem Verband zur Forde-
rung der MINT-Unterrichts (MNU), der Gesellschaft fiir Didaktik der Mathematik
(GDM) und nicht zuletzt der Deutschen Mathematiker Vereinigung (DMV), die das
im mittlerweile zweiten Brandbrief sehr krass beschreiben. Lehrer sollen nichts mehr
erkldren (sondern nur noch Kompetenzen unterrichten), das Fach Mathematik soll im
Matheunterricht nicht mehr vorkommen (sondern nur noch Leitideen und Lerngele-
genheiten) und teilweise ist der dargebotene Lehrstoff schlicht und ergreifend falsch.
Es wird sogar von einer ,,zerstorerischen® Ausrichtung des Unterricht auf Kompeten-
zen und Leitideen gesprochen oder auch (in einem offenen Brief von Professoren an
die damalige Bildungsministerin von NRW) von einer ,,grotesk absurden ... Wahn-
sinnskonstruktion* in Abituraufgaben, in denen falsche Mathematik abgefragt wird.

Da den meisten Menschen, die davon mittelbar oder unmittelbar betroffen sind
(Eltern und Schiiler), diese Probleme unbekannt sind, werden sie in diesem Buch be-
schrieben - selbstverstdndlich immer verbunden mit Losungsmoglichkeiten oder mit
Methoden, die einen konstruktiven Umgang mit den Schwierigkeiten erméglichen.

Viele Eltern werden sich sicher an ihre Schulzeit erinnern und feststellen, dass
vieles, was sie als Schiiler als gegeben hinnahmen, problematisch ist und es Alter-
nativen gibt. Z. B. kann sich so gut wie niemand daran erinnern, vom Mathelehrer
jemals gefragt worden zu sein: ,,Wie verstehst du es denn?*, obwohl das Verstindnis
der Mathematik bekanntermallen ein hochst individueller Prozess ist. Oder z. B. er-
zeugen Aufgaben, deren Losung entweder richtig oder falsch ist, Mathe-Angst, weil
niemand gerne vor allen Mitschiilern Fehler macht. Trotzdem wurden im Unterricht
wohl kaum andere Aufgaben gestellt.

Im zweiten Teil dieses Buches wird gezeigt, wie Mathematik auch ganz anders
sein kann. Jeder Mensch kann ein individuelles Verstindnis von Mathematik auf-
bauen, wenn er sich nicht permanent (wie im Klassenraum und in Klassenarbeiten
iblich) mit anderen vergleichen muss, sondern sich darauf konzentrieren kann, was
er in der letzten Woche oder im letzten Monat dazugelernt hat. Mathe-Priifungen
konnen ohne Versagensingste ablaufen, wenn z. B. in Form von Aufsitzen nach
dem individuellen Verstindnis und nicht nach der richtigen Losung gefragt wird. Zu
jedem mathematische Lehrsatz und zu jeder Formel gibt es viele verschiedene Er-
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kldrungen; man kann immer zeigen, warum etwas so ist, wozu man das braucht und
welchen Sinn das hat. Mit Sicherheit werden Sie - liebe Leserin, lieber Leser - an der
einen oder anderen Stelle denken: ,,Ja, wenn man mir das so erklart hitte, dann hétte
ich das auch verstanden.*

Wenn Sie nun also erleben, dass Sie Mathe verstehen konnen, sind Sie bestimmt
auch davon {iiberzeugt, dass Ihr Kind ebenfalls Mathe kann. Sollte es momentan
Schwierigkeiten geben, liegt das nicht daran, dass jemandem ein Mathe-Gen fehlt,
sondern daran, dass die richtige Erkldrung noch nicht gefunden ist.

Mit dieser Einstellung kann man die vorhandenen Probleme des Matheunter-
richts positiv und konstruktiv angehen. In diesem Buch stehen viele Tipps, mit denen
Schwierigkeiten gelost oder deren nachteilige Wirkungen sehr abgemildert werden
konnen. Wir haben es in der Hand. Wir kénnen Mathe besser machen.

Unserem Bildungssystem geht es schlecht. Mathe ist nicht nur Angstfach Nr.1, es
werden auch die Leistungen der Schiiler jedes Jahr schlechter. Das Abitur qualifiziert
nicht mehr fiir das Studium eines MINT-Fachs', was Professoren in immer dramati-
scher werdenden Appellen an die Politik beklagen. Eltern denken bei der Wahl der
weiterfiihrenden Schule fiir ihr Kind vor allem dariiber nach, welche der Schulen
wohl ein Bildungsangebot bereitstellen kann, welches wenigstens die Mindeststan-
dards sicherstellt.

Dabei wird von Studie zu Studie die Gewissheit grofer, dass ohne auerschu-
lische Initiativen von Eltern und Schiilern die Mathematik-Ausbildung junger Men-
schen nicht erfolgreich sein wird. Die hanebiichenen Zustinde kann man in den Pres-
seberichten zum Start des neuen Schuljahrs 2023/24 in aller Deutlichkeit nachlesen:
Es geht iiberhaupt nicht mehr darum, die ausgekliigeltesten didaktischen Methoden
anzuwenden oder die enormen Moglichkeiten der Digitalisierung auszuschopfen,
sondern nur noch darum, irgendwie durchzukommen. Deshalb soll das hier auch
kein Lehrer-Bashing werden. Sicher gibt es - wie in jeder anderen Branche der Welt
auch - Leute, die ihren Job besonders gut und Leute, die ihren Job besonders schlecht
machen. In diesem Buch geht es aber nur um die Probleme, die im System Schule
stecken.

IMINT steht fiir: Mathematik, Informatik, Naturwissenschaft und Technik
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Kapitel 1

Mathematikunterricht ohne
Mathematik

,,Mathematik hat ein Problem - ndmlich ein Schulfach, das genauso heif3t.*

Was im Schulunterricht vorkommt, hat kaum etwas mit Mathematik zu tun. Wenn
wir also im Mathe-Unterricht etwas mathematisch nicht verstehen, konnte es daran
liegen, dass es gar nicht um Mathematik geht.

Bevor diese steile These ausfiihrlich begriindet wird, schauen wir uns an, welche
Unterrichtsinhalte vorgesehen sind. Danach sollen einige Leute zu Wort kommen,
denen das Problem auch schon aufgefallen ist.

1.1 Vorschriften der KMK

In Deutschland legt die Kultusministerkonferenz (KMK) fest, was zu unterrichten
ist. Es sollen sieben prozessbezogene Kompetenzen

1. Mathematisch argumentieren
. Mathematisch kommunizieren

. Probleme mathematisch 16sen

2
3
4. Mathematisch modellieren

5. Mathematisch darstellen

6. Mit mathematischen Objekten umgehen

7. Mit Medien mathematisch arbeiten
zusammen mit den inhaltsbezogenen Kompetenzen

1. Leitidee Zahl und Operation

2. Leitidee Groflen und Messen
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3. Leitidee Strukturen und funktionaler Zusammenhang
4. Leitidee Raum und Form
5. Leitidee Daten und Zufall

vermittelt werden. Obwohl in dieser Aufzdhlung das Wort ,,mathematisch* sieben-
mal vorkommt, hat diese Aufzéhlung nichts mit dem Fach ,,Mathematik* zu tun.

1.1.1 Kiritische Stellungnahmen

In dem Schreiben , Kritische Stellungnahme zur Kompetenzorientierung in Schulen
und Hochschulen* vom 28.08.2017, initiiert von Prof. Dr. Hans-Jiirgen Bandelt, Dr.
Astrid Baumann und Prof. Dr. Hans Peter Klein und unterzeichnet von vielen weite-
ren Personlichkeiten der mathematischen Bildung, von Elterninitiativen und weiteren
Gruppierungen ', heiBt es dazu:

Das eigentlich Zerstorerische fiir den Unterricht sind dabei die fiinf Leitide-
en ... Der bewihrte fachsystemische Aufbau des Mathematikunterrich-
tes geht dadurch vollig verloren, und damit die mathematische Orien-
tierung der Schiiler. Die Leitideen leiten nicht, sondern sind nur Klas-
sifikatoren der neuen Aufgabenkultur, die sich auf exemplarisches Ler-
nen beschrinkt. Entscheidend ist hier, dass statt elementarmathemati-
scher Themen wie etwa Geometrie, nunmehr unverbindlich Alltigliches
wie ,,Raum und Form® erscheint. Das Wiederfinden einer bestimmten
Linge in einem Balkendiagramm durch blofles Ablesen wird so zur Ma-
thematik erklért ...

Am 15.08.2019 veroffentlichten die Fachverbande Deutsche Mathematiker-Vereini-
gung (DMV), Gesellschaft fiir Didaktik der Mathematik (GDM) und der Verband zur
Forderung des MINT-Unterrichts (MNU) zusammen mit iiber 300 Unterzeichnern
den mittlerweile zweiten Brandbrief an die Kultusministerkonferenz ob der desola-
ten Lage des Mathematikunterrichts an deutschen Schulen aufgrund der Kompeten-
zorientierung?. Zur Verschiebung der schulischen Lerninhalte von der eigentlichen
Mathematik - also auch dem Beweisen - hin zur Kompetenzorientierung, steht dort:

Das Begriinden und Beweisen ist in der Mathematik Weg und Ziel. Da-
her miissen das Analysieren, das Strukturieren, das Argumentieren und
SchlieBen integraler Bestandteil des Mathematikunterrichts sein, selbst-
verstiandlich altersgemiB3. In der Sekundarstufe I bietet die Euklidische
Geometrie viele Moglichkeiten (unterschiedlichen Niveaus und Abstrak-
tionsgrades), aber auch die Algebra und die Arithmetik erdffnen den Schii-
lerinnen und Schiilern Chancen zum kritischen Denken und Hinterfragen.
... Beweisen ist zugleich eine Methode nachhaltigen Lernens, weil hierbei
etwas verstanden wird!

Uhttps://angewandte-didaktik.mathematik.uni-mainz.de/files/2019/05/2017-08-28-Kritische-Stellungnahmer-
zur-Kompetenzorientierung.pdf
Zhttps://bildung-wissen.eu/wp-content/uploads/2020/03/Brief-an-die-KMK_2020-03-05pdf.pdf
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Das Weglassen von Beweisen

befordert genau das, wogegen auch die Kompetenzorientierung urspriing-
lich angetreten war: bestenfalls die Verwendung von Rezepten und Kal-
kiil ohne Verstindnis und Verstand.

Weiter wird zu den mit der Kompetenzorientierung einhergehenden Texteinkleidun-
gen von Abituraufgaben geschrieben:

Generell muss in vielen Texteinkleidungen, wie sie die Bildungsstan-
dards derzeit favorisieren, der mathematische Gehalt oft erst decodiert
werden. Das verschleiert die fachliche Struktur und den roten Faden, den
die Schiiler fiir das Erlernen von Mathematik unverzichtbar benttigen.
... Besonders schone Aufgaben haben zusitzlich einen mathematischen
,PAff* und sprechen damit die Mathematik-begeisterten Schiiler an, et-
wa, indem ein eleganter Losungsweg moglich ist, der einem ... Schiiler
das Gliicksgefiihl der Entdeckung bereiten kann.

Es geht also um den Gegensatz von ,,Rezepten ... ohne Verstdndnis und Verstand*
auf der einen Seite und dem ,,Gliicksgefiihl der Entdeckung® auf der anderen Seite.

1.1.2 Kompetenz statt Mathematik

Nach der Pisa-Studie hat sich die Politik dazu entschlossen, die Inhaltlichen Vorga-
ben fallen zu lassen und dazu iiberzugehen, zu definieren, was Schiiler konnen sol-
len. Alles Kénnen wird nun mit dem Modebegriff ,,Kompetenz* bezeichnet und die
Inhalte sind auf , Leitideen* reduziert worden. Es soll also nicht mehr die Bruch-
rechnung beherrscht werden oder vielleicht quadratische Gleichungen verstanden
werden. Die Fihigkeit, z. B. eine quadratische Gleichung zu 16sen, gehort jetzt zur
Kompetenz ,,mit mathematischen Objekten umgehen an der Leitidee ,,Zahl und
Operation®. Dass quadratische Gleichungen als Erweiterungen linearer Gleichungen
gesehen werden konnen oder die Lésungen quadratischer Gleichungen als Nullstel-
len spezieller ganzrationaler Funktionen verstanden werden konnen, soll dabei unter
den Tisch fallen.

Hat man einen inhaltlichen Aufbau der Mathematik, rechnet man erst mit Zah-
len, danach abstrahiert man das Rechnen und rechnet mit Variablen (Buchstaben),
um Rechengesetze besser formulieren zu konnen. Mit den Variablen lassen sich z. B.
die binomischen Formeln formulieren, die man dann verwenden kann, um quadrati-
sche Gleichungen zu 16sen. Damit hat man einen Aufbau der Inhalte und auch einen
Aufbau des Verstindnisses vom konkreten zum abstrakten, vom einfachen zum Kom-
plexen. Dieser ganze vertikale Aufbau fillt aber mit den Kompetenzen und Leitide-
en weg. Dadurch wird das Verstidndnis der Mathematik im Schulunterricht aktiv und
vorsitzlich behindert.

Die Behandlung quadratischer Gleichungen sollte ein groBer Schritt in der mathe-
matischen Karriere eines jeden Menschen sein. In der pg-Formel (oder abc-Formel)
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stecken gleich mehrere bahnbrechende Ideen, die Schiiler hochstwahrscheinlich vor-
her nicht fiir moglich hielten. Es ist ein groBer Schritt in die faszinierende Welt der
Abstraktion, in der durch reine Gedankenkraft ideale Rdume erschaffen werden, die
Probleme in der realen Welt 16sen konnen. Richtete sich der Blick vormals noch
auf den Sand vor den eigenen Fiilen, in den unbedarft Kreise gestochert wurden, so
richtet sich dieser nun auf und hinauf zu den Sternen.

Aber da Schiiler so etwas nicht erleben sollen, werden sie fiir die nachste Klas-
senarbeit die pq-Formel (oder die abc-Formel) auswendig lernen und sie auf eine
Textaufgabe direkt aus ihrer Lebenswirklichkeit anwenden. Danach kdnnen sie die
Formel getrost wieder vergessen. Denn dann, wenn sie nochmals angewendet wer-
den muss - ndmlich in den zentralen Priifungen fiir den mittleren Schulabschluss -
steht die Formel in der Formelsammlung, die in der Priifung verwendet werden darf.
Uberfliissig zu sagen, dass man alle Rechnungen in den Taschenrechner eintippen
kann und man noch nicht einmal die Grundschulmathematik (also die vier Grundre-
chenarten) beherrschen muss, um die Abschlusspriifung am Ende der Mittelstufe zu
bestehen. Im Fall der Losung einer quadratischen Gleichung kann man also in der
Abschlusspriifung Punkte ohne jegliches Fachwissen und ohne jegliches Verstindnis
bekommen. Das hat uns die Kompetenzorientierung gebracht.

1.1.3 Wen wir verlieren

Nun konnte man meinen, das Auswendiglernen einer Formel und einiger Anwendun-
gen dazu sei doch ein einfacher Vorgang, der auch von Schiilern bewiltigt werden
kann, die sich nicht fiir Mathe interessieren. Das ist zwar theoretisch richtig, aber
in der Praxis hat man als Lehrer das Problem, dass die Schiiler, die Mathe ohnehin
schon doof finden, nun noch genervter sind, weil sie etwas auswendig lernen sollen,
in dem sie keinen Sinn sehen. Und da laut KMK alle fachlichen Erkldarungen un-
terbleiben sollen, wird das Verstindnis des Fachs verhindert - ein Verstiandnis, das
Spall macht und vielleicht Schiiler motivieren kénnte, sich doch einmal aktiv mit der
Mathematik zu beschiftigen.

Erschwerend kommt hinzu, dass solche Schiiler in Klassenarbeiten und sonstigen
Priifungen nicht besonders erfolgreich sein werden, was an der fehlenden Stressre-
sistenz der Lehrinhalte liegt. Lernt man eine Formel, die man nicht verstanden hat,
auswendig, kann es passieren, dass man sich in einer Stresssituation nicht mehr an
diese Formel erinnern kann. Passiert das in einer Klassenarbeit, hat man keine Mog-
lichkeit, sich die Formel herzuleiten. Verstindnis hingegen ist viel stressresistenter.
Selbst wenn man sich in einer Priifung unsicher ist, wie genau die Formel lautet, kann
man sich iiberlegen, wie sie denn verniinftigerweise lauten miisste und kann sie so
rekonstruieren. Zum Mathe-Doof-Finden und dem Auswendiglernen von sinnlosem
Zeug kommen fiir solche Schiiler nun auch noch schlechte Noten hinzu - inklusive
dem ganzen Rattenschwanz, der da dran hiingt: geringes Selbstvertrauen, die Uber-
zeugung, fiir Mathe zu dumm zu sein, Stress mit den Eltern, Angst vor der Nichtver-
setzung usw.

Selbst wenn man einen Schiiler - durch echtes Interesse, gutes Zureden, Moti-
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vationstechniken - dazu bekommt, sich auf die nichste Klassenarbeit besonders gut
vorzubereiten, bringt das oft nicht viel. Wenn man in der Fiihrerscheinpriifung vor
Aufregung vergisst, wo rechts und links ist, liegt das nicht daran, dass man vorher
nicht gut genug wusste, wo rechts und links ist, sondern weil der Priifungsstress das
Denken blockiert. Deshalb kann man einen solchen Gedéchtnisausfall auch nicht
durch das besonders sorgfiltige Auswendiglernen von rechts und links vor der Prii-
fung verhindern. Fiir unseren Schiiler wird es also noch schlimmer: Nun hat er schon
alles getan, was Eltern und Lehrer von ihm wollten und trotzdem schreibt er schlech-
te Noten. Eine logische Konsequenz daraus ist, beim nidchsten Mal gar nicht erst mit
dem Lernen anzufangen.

Auch Schiiler, die sich eigentlich fiir Mathematik interessieren, verlieren wir
durch diese Konzentration auf Kompetenzen unter Auslassung fachlicher Zusam-
menhénge. Da nichts definiert, erklirt oder begriindet wird, findet deren Neugier auf
abstrakte Strukturen keinen Nédhrboden und sie wenden sich von der Mathematik ab
- oder halt von dem ab, was in der Schule als Mathematik bezeichnet wird und ja
eigentlich gar keine Mathematik ist. Da Schiiler normalerweise nicht wissen, dass
Mathematik tatsédchlich ganz anders ist, interessieren sie sich nicht (mehr) fiir dieses
Fach. Das ist fiir uns als Gesellschaft ein gro3es Problem, weil das genau die Schii-
ler sind, die aufgrund ihres Interesses vielleicht einmal Mathematiker, Ingenieure,
Naturwissenschaftler oder Techniker werden konnten. Zur Zeit fiihrt das zu einem
eklatanten Mangel an Fachkriften in diesen Gebieten.

1.1.4 Wen wir nicht verlieren

Die Schiiler, die am besten mit den KMK-Vorgaben zurecht kommen, sind die Schii-
ler, die machen, was man ihnen sagt, die lernen, was man ihnen vorsetzt und die auch
sonst keine Fragen stellen. War das von der KMK so gewollt?

1.1.5 Warum solche Vorschriften?

Was die Kultusministerkonferenz beschlief3t, ist vor allem politischer Natur. Die Leu-
te, die da zusammenkommen, sind Politiker der einzelnen Bundeslinder, die die
Vorgaben ihrer Ministerien durchzusetzen versuchen. Das ist in unserem Land ein
demokratisch legitimierter Prozess, der als solcher auch vollig in Ordnung ist. Ma-
thematiker sind an dem Prozess aber kaum beteiligt und so werden von der Kul-
tusministerkonferenz auch regelméfig Unterrichtskonzepte beschlossen, die wenig
mit Mathematik zu tun haben. Die Festlegungen der Kultusministerkonferenz mégen
einen Sinn haben. Die Beschliisse lesen sich auch gar nicht so schlecht - abgesehen
natiirlich von den Worthiilsen, die aber in von Politikern formulierten Texten wohl
unvermeidlich sind. Grundsitzlich ist es aber nicht schlecht, wenn Schiiler Kompe-
tenzen erlangen. Trotzdem gilt aber: Das, was unterrichtet werden soll, ist eben keine
Mathematik. Wenn man also im Unterricht etwas nicht versteht, ist es auf jeden Fall
nicht die Mathematik, die man nicht verstanden hat.
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Da die Beschliisse der KMK und damit auch die Lehrplidne nicht fachlich, son-
dern politisch motiviert sind, wire eine sinnvolle Losung wohl zu einfach. Man kénn-
te ja beschliefen: ,,Die Schiiler sollen verniinftige Mathematik lernen und die Lehrer
sollen diese gut erkldren.* Mit so einem Beschluss kann aber kein Bildungsminister
nach Hause kommen, denn wir haben nicht nur 84 Millionen Fuf3ball-Bundestrainer
in Deutschland, es weil} auch jeder Mensch besser als jeder andere, wie Schule funk-
tioniert. Da muss man sich als Politiker schon tonnenweise tolle Texte einfallen las-
sen, um sich unangreifbar zu machen. Z. B.3: Die Zielvorgaben ,,sollen schulische
Lehr- und Lernprozesse auf eine kumulative und systematisch vernetzte Entwick-
lung von Kompetenzen orientieren, ... Flankiert von geeigneten Implementierungs-
und UnterstiitzungsmafBnahmen bilden Bildungsstandards eine Basis fiir eine syste-
matische Weiterentwicklung des Bildungssystems.*

Diese Weiterentwicklung sieht zur Zeit so aus, dass sich beispielsweise das Bil-
dungsniveau der Abiturienten im freien Fall befindet. Professoren der MINT-Facher
beklagen unisono nicht nur die mangelnde, sondern die sogar noch abnehmende Stu-
dierfahigkeit der Studienanfidnger. Fast schon beriihmt wurde eine Aufgabe, die Stu-
denten der Ingenieurwissenschaften vorgelegt wurde. Dabei sollte die Wurzel aus 4
gezogen werden. Ein erheblicher Teil der Studenten war dazu nicht in der Lage. Fiir
das fallende Niveau macht in einem Artikel der Frankfurter Rundschau* Prof. Heiko
Knospe die Kompetenz-fixierten Lehrplidne verantwortlich: ,,Man soll dabei lernen,
wie man etwas sucht, um ein Problem zu 16sen. Wer aber erst nachgucken muss,
wie man die Wurzel aus Vier zieht und dafiir den Taschenrechner braucht, wird das
Studium nicht schaffen.” Wenn Menschen, die das Mathematik-Abitur erfolgreich
bestanden haben, nicht die Wurzel aus 4 bestimmen konnen, kann nicht viel Mathe-
matik im Abitur vorgekommen sein.

Wie die Pisa-Studien zeigen, hat sich Deutschland in den letzten Jahren auch im
internationalen Vergleich verschlechtert. Bundesprisident Frank Walter Steinmeier
sagte dazu’: ,Es gibt kaum ein Politikfeld, in dem Reden und Handeln so beschi-
mend weit auseinanderklaffen.*

Meiner Meinung nach gibt es noch einen weiteren Grund fiir diese Situation (was
ich aber nicht empirisch nachweisen kann): Die Menschen, die in den Gremien der
KMK sitzen und iiber den Lehrplan entscheiden, sind Bildungsverwalter (genauso
wie die meisten Mathe-Lehrer auch). Sie kennen die Leidenschaft, die man fiir die-
ses Fach entwickeln kann, gar nicht. Weder haben sie sie erlebt noch wissen sie,
dass es diese Leidenschaft tiberhaupt geben kann. Deshalb denken sie gar nicht dar-
an (in diesem Fall wortlich gemeint), den Mathematikunterricht so aufzubauen, dass
auch Schiiler diese Leidenschaft empfinden kénnen. Dazu nétig wéren Definitionen,
Sitze, Beweise und deren Bedeutungen (die aber im Unterricht nicht mehr vorkom-
men sollen). Erst damit kann man anfangen, mathematisches Verstindnis aufzubau-
en. Und es braucht ein tiefes Verstindnis der Zusammenhinge, um abstrakte mathe-

3https://www.kmk.org/fileadmin/veroeffentlichungen_beschluesse/2012/2012_10_18-Bildungsstandards-
Mathe-Abi.pdf

“https://www.fr.de/wissen/beim-wurzelziehen-versagt-11389223.html

Shttps://www.merkur.de/politik/pisa-studie-2019-rangliste-deutschland-schueler-ergebnisse-zr- 13266783 .html
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matische Strukturen sehen und faszinierend finden zu konnen.

1.2 Wiinschenswerte Mathematik und Realitat

Um konkret zu zeigen, dass Matheunterricht tatsdchlich ohne Mathematik auskommt,
schauen wir uns im Folgenden an, was im Mathematikunterricht vorkommt und was
dort vorkommen konnte, wenn das Verstindnis der Mathematik unterrichtet werden
wiirde.

1.2.1 Bruchrechnung

Uber das Teilen von Zahlen kommt man zur Bruchrechnung. Die meisten Erwachse-
nen wissen wohl, was 12 : 4 bedeutet. Aber was bedeutet 4 : 12? Fast alle Menschen,
mit denen ich spreche, konnen sich nicht daran erinnern, in der Schule Erkldarungen
dazu gehort zu haben, was es bedeutet, wenn eine kleine Zahl durch eine groBere
geteilt wird. Beantworten konnte man diese Frage z. B. so:

12 : 4 bedeutet: ,,Wie oft passt 4 auf 127 und 4 : 12 bedeutet: ,,Welcher
Teil von 12 passt auf 47

Waiisste man das, hitte man wohl keine Probleme zu verstehen, was % : % bedeu-

tet. Bisher konnte mir kein einziger Mensch die Frage nach der Bedeutung dieser
Rechnung auf Anhieb beantworten. Eine mogliche Antwort ist:

% : % bedeutet: ,,Welcher Teil von % passt auf %?“

Es gibt aulerdem viele anschauliche Modelle dazu, die teilweise sehr einfach aus
Stift, Schere und Papier hergestellt werden kdnnen - Modelle, die im Unterricht nor-
malerweise nicht vorkommen (zumindest habe ich bisher keinen Menschen getrof-
fen, der das im Unterricht gemacht hat).

Ahnlich sieht es bei der Multiplikation von Briichen aus. Was bedeutet % . %?
Die meisten Menschen antworten mir darauf mit ,,Zdhler mal Zihler, Nenner mal
Nenner®. Ja richtig, aber warum? Ich weil3 nicht, ob es zu viel verlangt ist, nach
10 oder mehr Jahren Matheunterricht eine solche Regel beweisen zu konnen - aber
wenigstens die Bedeutung der Rechnung sollte doch noch iibrig bleiben, meine ich.
% . % lasst sich verstehen als Antwort auf die Frage: ,,Was ist ein Drittel einer Halfte?*
oder auch ,,Was ist die Hilfte eines Drittels?*

Wenn man im Fach Mathematik in Deutschland sogar das Abitur ablegen kann,
nicht nur ohne jemals einen einzigen Beweis durchgefiihrt zu haben, sondern auch
ohne zu wissen, was Rechnungen bedeuten, dann kann im Abitur nicht viel Mathe-
matik abgefragt werden.

Kommen wir zur Addition und Subtraktion von Briichen. Die meisten Schiiler
wurschteln sich irgendwie da durch. Sie machen das nach, was ihnen jemand vorge-
macht hat und haben noch ein paar Fille im Kopf, ,,wo man aufpassen muss®. Dieses
Gewurschtel hat nichts mit Mathematik zu tun.
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Auch wenn wir uns jetzt nur auf das Rechnen beschrinken, gibt es hier einiges
zu verstehen: dass es ndmlich ein Verfahren gibt, welches man immer auf alle Brii-
che anwenden kann. Es gibt viele Moglichkeiten, ein solches Verfahren darzustellen,
z. B. durch ein Ablaufdiagramm (Flussdiagramm). So konnte man fiir sein spiteres
Leben aus dem Matheunterricht die Idee mitnehmen, komplexe Handlungsanwei-
sungen z. B. mit Ablaufdiagrammen darstellen zu konnen. Dabei geht es darum, das
Verfahren vor allem vollstindig darzustellen, damit es immer auf alle Situationen an-
wendbar ist. Solche Verfahren braucht man z. B., um Mitarbeitern einer Zeitung zu
sagen, wie sie Informationen verifizieren sollen, um Krankheiten zu diagnostizieren
oder um zu erkldren, wie genau die Lkw einer Spedition nachts erst ent- und dann
beladen werden.

In meinem Leben habe ich in einigen sehr unterschiedlichen Jobs gearbeitet. Je-
des mal musste man mir anfangs erklaren, was wie wann und wo zu tun sei. Selten
hatte ich Vorgesetzte, denen iiberhaupt klar war, welches Verfahren sie mir erkldren
wollten und welche Ausnahmen es dazu gibt. Hitten diese Leute im Matheunterricht
standardmafig mit bestimmen Darstellungsmethoden von (Rechen-)Verfahren gear-
beitet und hétten sie dieses Wissen auf ihren Job iibertragen, hitten sie viel Arbeits-
zeit und auch viel Geld sparen konnen. In einer Spedition verursachte ich tatsidchlich
unwissentlich Schiden, weil man mir selbst auf meine Nachfrage hin nicht sagen
konnte, wie Arbeitsabliufe durchzufiihren seien. ©

1.2.2 Terme

Was ist ein Term?

Jeder Mensch, der einen Mittleren Schulabschluss (Mittlere Reife, Realschulab-
schluss, (qualifizierter) Sekundarabschluss, Fachoberschulreife, ...) hat, hat jahrelang
mit Termen gerechnet. Wenn ich diesen Menschen (die keine Mathematiker sind)
die obige Frage stelle - was ich zu deren Leidwesen ziemlich oft tue - erhalte ich
(fast) nie eine richtige Antwort.” Warum? Weil das in der Schule nie tiefergehend
behandelt wurde. Im Mathematikunterricht werden Aufgaben gerechnet und/ oder es
werden Kompetenzen vermittelt, es ist aber ziemlich egal, wie die Objekte, mit de-
nen man umgeht, definiert sind. Definitionen sind aber ein zentraler Bestandteil des
Fachs Mathematik. Weil wir mathematische Objekte genau definieren, konnen wir
genaue Folgerungen daraus ziehen und konnen diese Folgerungen sogar beweisen.
Wir brauchen Definitionen, um Mathematik zu verstehen.

Was ist eine Termumformung? Entsprechend meiner privaten, jahrzehntelangen
Umfrage konnen die Menschen, die schon nicht wussten, was ein Term ist, mir auch
nicht sagen, was eine Termumformung ist, geschweige denn, dass sie beurteilen
konnten, ob eine Umformung eines Terms eine korrekte Termumformung ist.

Wir haben bestimmt alle mal einen Term wie

a+b—c indenTerm a—(c—b)

Die Spedition ist jetzt pleite.
7Bis auf ganz wenige Mathe-Lehrer. Die meisten Mathe-Lehrer, mit denen ich gesprochen habe, konnten die
Frage nicht richtig beantworten.
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oder in einen Term wie

1 —x2

1 D den Term x—1 (firx#—1)
umgeformt. Aber war das denn richtig so? Konnen wir das beweisen? Und selbst
wenn wir es beweisen konnen: Was bedeutet es, wenn eine Umformung ,,richtig®
ist? Weil sie so ausgefiihrt wurde, wie der Lehrer das gesagt hat? Man kann all diese
Frage nicht beantworten, wenn man die Definition eines Terms nicht kennt.

Warum verwenden wir Terme? Diese Frage ist wichtig, damit Schiiler verstehen,
dass die Objekte, die in der Mathematik definiert werden, genau so und nicht anders
definiert werden, weil sie so am sinnvollsten sind. Deshalb miissen zu jeder Defini-
tion die Fragen behandelt werden: Warum definieren wir das? Warum definieren wir
das so und nicht anders? Was soll das? Das sind die Fragen, deren Beantwortung das
Verstehen von Termen ermdglicht. Solche Fragen sollen aber im kompetenzorien-
tierten Unterricht keine Rolle spielen.

Jede Person darf, wenn ihr langweilig ist, den ganzen Tag in der Mathematik ir-
gendetwas definieren. Man konnte z. B. definieren: Jeder Ausdruck der Form [ Varia-
ble; Minuszeichen; Variable] ist ein ,,Urks-Miirks“. Aber vielleicht werden die mei-
sten solcher Definitionen in der Mathematik-Welt kein groes Gehor finden. Warum?
Weil gute und wichtige Definitionen aktuelle Probleme der Mathematik 16sen. Oder
sie vereinfachen etwas. Oder sie sind besonders dsthetisch. usw. Welche dieser Griin-
de zur Definition von Termen gefiihrt hat, werden die meisten Schiiler nie erfahren.

Zusammenfassung: Die Definition von Termen ist in der Schule nicht so behan-
delt worden, dass sich Absolventen der Schule noch daran erinnern konnen bzw. ist
falsch® oder gar nicht behandelt worden. AuBerdem ist die Definition einer Termum-
formung nicht oder nicht hinreichend behandelt worden, ebenso ein Verfahren, mit
dem man erkennen kann, ob eine Umformung eines Terms eine korrekte Termum-
formung ist. Und die Fragen, warum es Terme gibt, warum man Terme umformt
und warum die eine Umformung eine korrekte Termumformung ist und die andere
Umformung nicht, sind weder gestellt noch beantwortet worden. Und dann wundern
sich Leute dariiber, dass sie Mathe nicht verstehen!

1.2.3 Gleichungen, Formeln, Ableitungen

Nach den Termen geht es im Aufbau der Mathematik mit den Gleichungen weiter.
Eine Gleichung besteht aus zwei Termen, zwischen denen ein Gleichheitszeichen
steht - wobei man diese Erkldrung natiirlich nicht verstehen kann, wenn man nicht
weill, was Terme sind. So pflanzt sich der Mangel an Mathematik immer weiter fort.
Schiiler machen irgendwann einfach das nach, was der Lehrer macht und versuchen,
aus den Beispielaufgaben Schemata herauszuziehen, mit denen sie dann die Aufga-
ben in der Klassenarbeit 16sen. Mathematik geht anders.

Es gibt einen Unterschied zwischen Termen und Gleichungen, der mit mathema-
tischem Verstindnis zu tun hat, aber im Unterricht eigentlich keine Rolle spielt: Ein

8Siehe dazu auch im Kapitel ,,Schulbiicher* den Abschnitt ,,Falsche Mathematik*
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Term ist etwas, was man ausrechnen kann. Eine Gleichung (ohne Variablen) ist eine
Aussage, die richtig oder falsch sein kann.

Wenn man vor einer Aufgabe sitzt und iiberhaupt keine Ahnung hat, was zu tun
ist, hilft es, sich zu iiberlegen, was das eigentlich ist, was man vor sich hat: Ist das
etwas, was man ausrechnen kann oder etwas, das richtig oder falsch sein kann? Suche
ich ein Ergebnis oder mochte ich, dass eine Aussage richtig wird?

Mathematik ist auch eine Schule des Denkens, zu der es gehort, Probleme zu
analysieren. Die obigen Fragen gehoren zu solchen Analysen. Und damit sind wir
wieder am Anfang: Wenn wir die Definition der Terme nicht beherrschen, wissen
wir auch nicht, was Gleichungen sind und konnen demnach Gleichungen und Ter-
me schlecht unterscheiden. Also konnen wir bestimmte Problemanalysen gar nicht
begreifen, womit uns wieder ein Teil der Mathematik fehlt.

So geht es dann weiter mit dem Umstellen von Gleichungen, also den Aquiva-
lenzumformungen. Mit einer solchen Umformung formt man eine Gleichung in eine
andere Gleichung um, die die gleiche Losungsmenge hat. Die Losungsmenge besteht
aus den Zahlen, die die Gleichung zu einer richtigen Aussage machen. Aber wenn
man nicht weif}, dass Gleichungen (ohne Variablen) Aussagen sind, kann man keine
Aquivalenzumformungen verstehen. So kommen wir einfach nie auf einen griinen
Zweig.

Formeln sind wiederum Gleichungen und Funktionen werden meist mit Funkti-
onstermen oder Funktionsgleichungen definiert - was man alles nicht verstehen kann,
wenn man noch nicht einmal weil}, was ein Term ist. So geht also das Gewursch-
tel bis zum Abitur weiter. Und warum auch nicht? Es funktioniert doch! In einigen
Bundesldndern hat man gute Chancen, beim Thema ,,Ableitungen‘ durch das Abi zu
kommen, wenn man ganzrationale Funktionen ableiten kann. Das kann man mit den
Ableitungsregeln durchfiihren oder man merkt sich einfach nur ein Schema:

nach vorne 4x3 +8x -7
eimwemﬁ' er

3-4x7+8

Abb. 1.1 Vollstidndiges Abiturwissen zu Ableitungen

-Nach vorne schreiben®, ,.eins weniger und ,fdllt weg* hat nun wirklich nichts
mehr mit Mathematik zu tun. Aber auch, wenn sich diese Ausdriicke infantil anho-
ren: Einfach ist das ganze nicht, denn es ist nicht verstehbar. Wollte man Ableitungen
verstehen, miisste man ganz woanders anfangen, z. B. bei der Definition von Termen.
Der Vorteil ist dann, dass man auch alle nachfolgenden Begriffe verstehen kann und
sich so ein sehr robustes mathematisches Verstindnis aufbaut. Der Nachteil ist, dass
nach einem solchen Verstdndnis nicht gefragt ist. Es soll weder unterrichtet werden
noch kommt es in den zentralen Priifungen vor.
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1.2.4 Der Satz des Pythagoras

Mathematisch gesehen ist das eigentlich Interessante am Satz des Pythagoras der Be-
weis. Der Satz war schon Jahrhunderte vor Pythagoras bekannt und die Entdeckung
des Zusammenhangs

a*+b>=c?

ist auch keine groBle Leistung. Dass z. B. ein Dreieck rechtwinklig ist, wenn die
Seiten 3, 4 und 5 Léngeneinheiten lang sind, kann man schon sehen, wenn man mit
Bauklotzen spielt. Bis zu der Erkenntnis, dass

P42 =5

ist, ist es dann auch kein weiter Weg mehr. Diese Tatsachen waren den Agyptern
und Babyloniern schon vor 4000 Jahren bekannt. Aber diesen Zusammenhang syste-
matisch zu untersuchen, ihn mit anderen Erkenntnissen der Geometrie zu verbinden
und letztlich der Welt eine logische Struktur aufzuprigen, in der alles aufeinander
aufbaut und so erst Behauptungen nicht einfach nur richtig sind, sondern bewiesen
werden konnen - das ist eine der grofen Leistungen der antiken Griechen! Diese Kul-
turleistung, die die Grundlage unserer heutigen Mathematik und damit auch eine der
Grundlagen unseres Wohlstands ist, soll laut Kultusministerkonferenz im Unterricht
aber nicht vorkommen.

Der Satz soll nur noch angewendet werden und zwar auf (an den Haaren herbei-
gezogenen) ,,Anwendungssituationen‘* wie eine an einer Mauer lehnende Leiter oder
einen FuBballtrainer, der seine Schiitzlinge diagonal iiber den FulBballplatz rennen
lasst. Bedenkt man, dass zudem alle Rechnungen mit dem Taschenrechner erledigt
werden konnen, befinden wir uns vom mathematischen Niveau her im Jahr 2000 v.
Chr. Auch zu dieser Zeit wurde der Satz angewendet z. B. durch Arbeiter, die rechte
Winkel herstellten, indem sie mit Schniiren, die in 12 gleich lange Teile unterteilt wa-
ren, Dreiecke mit den Seitenldngen 3, 4 und 5 Liangeneinheiten legten und so Winde
rechtwinklig zueinander mauern konnten.

Oft hat man z. B. beim Satz des Pythagoras ein komisches Gefiihl, wenn dieser
Satz auf eine an der Wand lehnende Leiter angewandt wird. Man fragt sich dann:
,,Hmmm, ist dieser Satz so beriihmt, weil man damit berechnen kann, wie hoch eine
Leiter sein muss, damit man mit ihr eine Mauer iiberwinden kann? Bestand viel-
leicht die Hilfte des Lebens der Menschen der Antike darin, mit Leitern Mauern zu
tiberwinden?*

Solche und dhnliche Fragen sind mir von Schiilern oft gestellt worden (obwohl
die Formulierung hier etwas pointiert gewihlt ist). Meistens haben sie den diffu-
sen Eindruck, irgendetwas in diesem Zusammenhang nicht verstanden zu haben und
suchen die Schuld dafiir normalerweise in ihrem vermeintlich zu geringen Mathe-
Talent. Wenn ich ihnen erklire, dass der mathematisch interessante Teil des Satzes
in der Schule nicht vorkommt, weil sie Mathe nicht verstehen sollen und nur Kom-
petenzen lernen sollen, wissen sie zwar immer noch nicht, warum der Satz berithmt
ist, aber sie kommen sich wenigstens nicht mehr dumm vor.
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Man kénnte am Beweis des Satzes des Pythagoras feststellen, wie die Lehrsitze
der Mathematik zusammenhéngen und wie man sie verwenden kann, um etwas neues
aufzubauen. Man kann hier verstehen, wie exakte Folgerungen funktionieren. Man
kann auch den Tonfall eines Beweises horen. Das ist sehr wichtig - z. B. dann, wenn
man mit Leuten redet, die offensichtlich keine Ahnung von dem haben, was sie reden,
aber alles besser wissen. Solche Leute reden ganz anders, als das in Beweisen iiblich
ist.

Man kann mit dem Satz des Pythagoras viel mehr machen, als ihn auf eine an der
Wand stehende Leiter anzuwenden. Es gibt die Pythagoreischen Tripel, es gibt die
verschiedenen Beweise (z. B. Windmiihlenbeweis von Euklid), die man vergleichen
kann, es gibt die Pythagoreische Schnecke, die Definition von Abstand. Es geht auch
um Parkettierungen. Man kann mit Hilfe dieses Satzes die Wurzeln aller natiirlichen
Zahlen mit Zirkel und Lineal konstruieren. Wir konnen mit dem Satz des Pythagoras
Hohen berechnen und damit z. B. die Fldchen von n-Ecken bestimmen usw. Auf3er-
dem konnen wir iibergeordnete Schemata entdecken: Z. B. , wie so viel Mathematik
auf einem einzigen Satz beruhen kann.

1.2.5 Wintersche Grunderfahrungen
In dem zweiten Brandbrief heifit es:®

Alle drei Winterschen Grunderfahrungen miissen jedoch im Mathematik-
unterricht Beriicksichtigung finden:

o Mathematik als niitzliche Disziplin
o Mathematik als eigenstdndiges geistiges Gebdude, und

o Mathematik als Schule des Denkens.

Die Mathematik als eigenstdndiges geistiges Gebdude fillt durch die Kompetenz-
orientierung und die Einteilung des Lehrstoffs in Leitideen komplett weg. In diesem
Gebiude steckt aber ein groBer Teil des Verstidndnisses von Mathematik. Gerade die-
ser streng logische Aufbau aller Inhalte ist etwas, was in dieser Form nur in der
Mathematik erfahrbar ist. Eine solche Erfahrung ist mit einer einzigartigen Tiefe der
Erkenntnis verbunden, die den heutigen Schiilern vorenthalten wird.

Das gleiche gilt fiir die Schule des Denkens: Damit ist nicht das Auswendiglernen
von Aufgabenschemata gemeint, sondern

o die Fihigkeit, komplexen Problemen mit geeigneten Methoden zu begegnen,

e das Begriinden und Beweisen von Formeln, Lehrsédtzen und Zusammenhéngen
und

e der reflektierte methodische Aufbau eines Verfahrens, Mathematik individuell
zu verstehen.

All das kommt im Mathematikunterricht leider nicht vor.

“https://bildung-wissen.eu/wp-content/uploads/2020/03/Brief-an-die-KMK_2020-03-05pdf.pdf
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1.2.6 Was man tun kann

% Nicht versuchen dort Mathematik zu verstehen, wo keine ist. Schiiler sollen
Kompetenzen an Leitideen erwerben und nicht Mathematik verstehen. Die im
Unterricht gestellten Anwendungsaufgaben behandeln oft abwegige Zusam-
menhinge. Die Aufgabenergebnisse haben keinen eigentlichen Sinn. Deshalb
muss man sich nicht dumm vorkommen oder sich schuldig fiihlen, wenn man
nichts versteht.

Y Wenn man weif}, dass im Mathe-Unterricht keine Mathematik vorkommt, weif3
man auch, dass es eine (richtige) Mathematik gibt. Hat man Spall an Mathe-
matik, kann man sich auflerhalb der Schule damit beschiftigen oder schulische
Zusatzangebote nutzen oder initiieren.

Y Wenn man schon in der Schule sitzen muss, kann man auch das beste daraus
machen. Aus dem Matheunterricht moglichst viele Erkenntnisse mitzunehmen
ist fiir die eigene Personlichkeit sicher forderlicher, als den Unterricht abzu-
blocken.

% Mochte man mehr iiber echte Mathematik erfahren als der Lehrplan hergibt,
kann man sich vertrauensvoll an den Mathelehrer wenden. Kaum ein Lehrer
drgert sich iiber an Mathematik interessierten Schiilern.

% Schiiler neigen dazu, Lehrern die Schuld zu geben, wenn sie etwas nicht ver-
stehen. Aber wenn das mangelnde Verstindnis an der mangelnden Mathematik
im Unterricht liegt, kann der Lehrer wirklich nichts dafiir.

% Man kann immer aus den gegebenen Lehrinhalten ein individuelles Verstindnis

erzeugen. 10

10Sjehe dazu den Abschnitt ,,Der Schliissel zum Verstindnis*



Kapitel 2

Was heifit schon Talent?

In meinem Unterricht erlebe ich immer wieder, wie Schiiler rufen: ,,Ich bin schlau,
ich bin schlau!* wenn sie etwas verstanden haben oder eine Aufgabe richtig gelost
haben. Oft bekommen sie richtiggehend Gefiihlsausbriiche. Auch wenn es mich in
dem Moment fiir sie freut, zeigt diese Reaktion doch auch, wie dumm sie sich vorher
gefiihlt haben.

Kein anderes Schulfach wird so sehr dafiir verwendet, Menschen in zwei Klas-
sen einzuteilen: Diejenigen, die Mathe verstehen, sind schlau und alle anderen sind
dumm.

Wie unsinnig und zerstorerisch eine solche Einteilung ist und wie eine sachge-
rechte Betrachtung aussieht, die ein individuelles Verstdndnis von Mathematik er-
moglicht, steht in diesem Kapitel.

Spoiler: Leistungsunterschiede in diesem Fach sind vor allem auf unterschiedli-
che Interessen und unterschiedliche Lernzeiten zuriickzufiihren.

2.1 Individuelles Verstindnis statt Talent

Braucht man ein angeborenes Talent, um Mathematik zu verstehen?
Klare Antwort: Nein!

2.1.1 Gehirnregionen

Das Verstindnis von Mathematik ist sehr oft aus sehr verschiedenen Blickwinkeln
untersucht worden (wobei sich die allermeisten Studien aber auf das Rechnen und
andere, vom Verstdndnis her sehr eingeschriinkte Gehirntitigkeiten beziehen). Dabei
hat sich ergeben: Wir wissen nicht genau, was im Gehirn passiert, wenn ein Mensch
Mathematik versteht. Dazu ist das mathematische Verstidndnis viel zu komplex. Des-
halb kann man auch nicht definieren, was ein mathematisches Talent sein soll.

Mit bildgebenden Verfahren der Medizin wie der Computertomographie (CT)
oder der Magnetresonanztomographie (MRT) Iésst sich gut beobachten, welche Ge-
hirnregionen zusammenarbeiten miissen, damit wir rechnen konnen. Geht es aller-

17
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dings um den weitaus vielschichtigeren Prozess des mathematischen Verstidndnisses
wie z. B. das Erkennen der Relevanz von Mathematik in der eigenen Lebenswirk-
lichkeit, ergibt die Zuordnung zu Hirnregionen im Hinblick auf die Lokalisierung
eines Mathe-Talents keinen Sinn.

2.1.2 Fehlende Messbarkeit mathematischen Talents

Wenn es ein Mathe-Talent giibe, miisste es messbar sein. Es miisste also Menschen
mit Mathe-Talent geben, die etwas messbar besser konnen als Menschen ohne dieses
Talent.

In der offentlichen Wahrnehmung wird Mathematik oft mit Rechnen gleichge-
setzt. Und weil sich messen lédsst, wie gut jemand rechnen kann (wenn man sich auf
gewisse objektive Kriterien einigen kann), wird behauptet, es gebe Menschen, die
Mathematik besser verstehen als andere. Wenn aber ,,Mathematik verstehen‘ auch z.
B. bedeutet, Mathematik fiir sich personlich als sinnvoll zu erleben, ergibt sich die
Frage, wie man das messen will.

Schauen wir uns das an einem sehr simplen Beispiel an: Wenn man eine Glei-
chung 16st, gibt es mehrere Zusammenhénge, die man dabei verstehen kann. Man
kann verstehen, was man tun muss, um die Gleichung zu 16sen. Fiir manche Men-
schen ist dies fiir das Verstdndnis aber vollig irrelevant, weil sie sich dafiir interes-
sieren, warum man die Gleichung auf eine bestimmte Weise 16sen kann. Auch das
»Warum? kann sehr unterschiedliche Fragen beinhalten:

e Warum kommt mit dem angegebenen Losungsverfahren die richtige Losung
heraus?

e Warum macht man das eigentlich?

e Warum ist die Losungsformel richtig?

e Kann man die Losungsformel herleiten?

e Was bedeutet es, dass die Losung richtig ist?
e Zu welchem Zweck macht man das?

e Inwieweit konnen Symbole auf einem Blatt Papier etwas mit der realen Welt
zu tun haben?

e Kann man das an einem Standardmodell wie der Zahlengerade nachvollziehen?
e Geht das auch mit Pizza?

Wenn ein Mensch das Losungsverfahren versteht, indem er es sich mit Pizza vor-
stellt, konnen wir dieses Verstindnis quantitativ nicht dem Verstdndnis eines Men-
schen vergleichen, der das Losungsverfahren versteht, indem er es herleitet.

Auch wenn die meisten Schiiler diese Verstidndnisfragen nicht aufzéhlen konnen,
so hat doch jeder Mensch eine sehr eigene Vorstellung davon, was Verstindnis ist.
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Als Nachhilfelehrer weil3 ich, wovon ich rede: In meiner mehr als 30-jihrigen Té-
tigkeit habe ich noch keine zwei Menschen getroffen, deren Auffassung davon, was
fiir sie mathematisches Verstindnis bedeutet, gleich war. Es kann also auch schon
deshalb kein Mathe-Talent geben, weil die Verstindnisweisen individuell so unter-
schiedlich sind, dass sie sich nicht einheitlich beschreiben lassen.

2.2 Leistungsvergleiche erzeugen Unterschiede

Wenn man zwei Menschen dieselbe Aufgabe stellt und man die Losung bewerten
mochte, wird der eine immer besser sein als der andere. Wenn zwei Menschen im
100-m-Sprint gegeneinander antreten, ist einer eher im Ziel als der andere. Wenn wir
uns nun vorstellen, dass die Lieblingssportart des einen das Voltegieren ist und der
andere Unterwasser-Rugby spielt, wird klar, wie wenig die 100-m-Leistung damit zu
tun hat, wie sportlich die beiden Menschen sind.

Eine @hnliche Situation haben wir im Unterricht: Wenn zwei Schiiler Mathematik
sehr unterschiedlich verstehen und beide eine Klassenarbeit schreiben, in der etwas
gerechnet werden soll, dann lassen die (vermutlich) unterschiedlichen Punkte-Zahlen
in der Arbeit kaum Riickschliisse auf deren Verstindnis von Mathematik oder gar
deren Talent zu.

Wenn wir dem Schiiler, der weniger Punkte hat, nun noch erzéhlen, er sei eben
mit weniger Mathe-Talent geboren, wird er sich wohl beim néchsten Mal weniger
anstrengen. Damit haben wir das Gegenteil dessen erreicht, was Unterricht eigent-
lich leisten soll, denn das Ziel des Unterrichts sollte doch sein, dass alle Schiiler ihr
individuelles Verstindnis von Mathematik maximal entwickeln.

Um es ganz plakativ zu sagen: Sich dumm zu fiihlen verhindert, schlau zu werden.

2.3 Analyse von Klassenarbeiten

Es soll hier nicht die Diskussion um die Ziffernnoten aufgemacht werden. Hier geht
darum zu zeigen, wie wenig die Note einer Klassenarbeit Ausdruck eines mehr oder
weniger vorhandenen Mathe-Talents ist und welchen Einfluss sie auf das zukiinftige
Verstidndnis von Mathematik haben sollte.

Wenn ich in der Einzelnachhilfe mit meinen Schiilern Klassenarbeiten analysiere,
finde ich immer etwas, was die Schiiler gekonnt haben. Das heif3t: Der Schiiler hat in
meinem Unterricht etwas gelernt und kann in der Klassenarbeit das gelernte wieder
abrufen. Damit ist der Beweis erbracht, dass dieser Schiiler Mathe lernen kann und
eben nicht zu dumm fiir Mathe ist - auch wenn die Klassenarbeit vielleicht schlecht
ausgefallen ist.

Im weiteren Verlauf der Analyse lassen sich bestimmt noch Fehler finden, die
zwar berechtigterweise Punkte kosten, die aber nichts mit dem eigentlichen Ver-
standnis mathematischer Zusammenhénge des Schiilers zu tun haben (oder zu tun
haben miissen). Z. B.:

o Aufgabentext falsch verstanden
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mit der Zeit nicht hingekommen

Einheiten nicht hingeschrieben

Aquivalenzzeichen vergessen

mit gerundeten Werten weitergerechnet

eine Rechnung falsch in den Taschenrechner eingegeben
einen Fachbegriff nicht gewusst

Achsen des Koordinatensystems nicht beschriftet

Es kann durchaus verniinftig begriindet werden, warum z. B. das Vergessen von
Aquivalenzzeichen in Klassenarbeiten zum Punktabzug fiihren sollte. Trotzdem ist
dieses Vergessen fiir das mathematische Verstindnis kaum von Belang.

Danach bleiben typischerweise noch Fehler iibrig, die auf mangelndes Verstiand-
nis schliefen lassen und somit behoben werden sollten. Wenn meine Schiiler und ich
also wissen, wo die Punkte liegengelassen wurden, entwerfen wir einen Handlungs-
plan fiir die Zukunft, indem wir Fragen wie diese beantworten:

Mit welcher Methode habe ich gelernt? Bin ich mit dieser Methode zufrieden
oder sollte ich in Zukunft eine andere ausprobieren?

Habe ich mir meine Lernzeit zwischen zwei Klassenarbeiten kurzfristig und
langfristig gut eingeteilt?

Mochte ich meine Problemlosestrategien verbessern?

Konnte ich durch geeignetes Verhalten mehr vom Unterrichtsgeschehen profi-
tieren?

Wie kann ich besser mit Schwierigkeiten umgehen, fiir die ich nichts kann wie
Unterrichtsausfall oder Krankheit?

Wie schaffe ich es, Kleinigkeiten nicht zu vergessen?
Kannte ich vor der Klassenarbeit meinen Lernstand gut genug?
War mir klar, welche Themen in der Arbeit abgefragt werden sollten?

Wie effektiv waren meine Aufzeichnungen vor der Arbeit? Konnte ich alles
finden?

Ein auf einer solchen Fehleranalyse beruhender Handlungsplan ist der Gewinn,
den ein Schiiler sinnvollerweise aus einer Klassenarbeit ziehen kann. Ein solcher
Plan wird aber nur selten erstellt. Statt dessen l4uft folgendes Reiz-Reaktionsschema

ab:

Kind kommt mit einer 5 nach Hause - Eltern drehen durch.
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Wiinschenswert fiir den Lernerfolg ist daher, die Note einer Klassenarbeit nicht als
Bestitigung eines moglicherweise mangelnden Mathe-Talents zu sehen, sondern die
sachgerechte Fehleranalyse als Anlass positiver Handlungskonsequenzen zu verwen-
den.

2.4 Gehirne der Zukunft

Wenn wir lernen, wird unser Gehirn umgebaut. Dabei werden nicht nur die beste-
henden Gehirnzellen neu vernetzt, sondern es entstehen tatsachlich neue Zellen - ein
Prozess, der bis ins hohe Alter anhilt. Das konnte erst in den letzten Jahren nachge-
wiesen werden. Davor dachte man, im Erwachsenenalter werden keine neuen Zellen
gebildet.

Das bedeutet: Selbst wenn wir die Mathematik-Leistung eines Menschen heute
mifen, sagte das wenig dariiber aus, was er in Zukunft wird kénnen kdnnen. Ob
morgen einem jungen Menschen Mathe Spall machen wird, wissen wir heute nicht,
weil wir nicht wissen, was dieser Mensch heute noch lernen wird.

In meinem Unterricht sehe ich immer wieder, wie sehr sich Schiiler verbessern
konnen. Die Entwicklung kann von einer sehr unterdurchschnittlichen Leistung zu
einer sehr iberdurchschnittlichen Leistung gehen. Oder - um es einmal mit den Zif-
fernnoten zu formulieren: Ein Aufstieg von Note 6 auf Note 1 ist moglich.

Selbst wenn es also ein Mathe-Talent gibe, miisste der Matheunterricht darauf
hinarbeiten, dass die Schiiler, die bisher wenig Talent haben, in Zukunft davon mehr
haben. Da das Ziel des Matheunterrichts ohnehin die maximale Verbesserung der
mathematischen Fahigkeiten jedes einzelnen Schiilers ist, ist die Frage nach dem
Talent fiir die tdgliche Arbeit irrelevant.

2.5 Interessenunterschiede

Wenn es kein Mathe-Talent gibt, warum unterscheiden sich dann die Leistungen von
Schiilern derselben Klasse so stark voneinander?

Einfache Antwort: Mit dem, was uns interessiert, beschéftigen wir uns mehr als
mit dem, was uns nicht interessiert. Interessieren wir uns fiir mathematische oder
mathematik-affine Bereiche, lernen und iiben wir Mathe auch auflerhalb der Schule.
Fazit: Die mit Abstand wichtigsten Faktoren fiir eine gute Mathe-Leistung sind In-
teresse und investierte Zeit. Ein Talent - falls es so etwas gibt - resultiert dann daraus.

Nehmen wir zwei Schiiler A und B, die im Matheunterricht nebeneinander sit-
zen. Es wird im Unterricht besprochen, was Funktionen sind. Fiir den A passt alles
in dieser Stunde und er weif jetzt, wie Funktionen definiert sind. Er interessiert sich
fiir getunte Autos. Er konnte bisher mit den ganzen Kurven (Kraft-Luft-Gemisch-
Kurve, Drehmoment-Kurve, Fischhaken-Kurve), die in entsprechenden Videos von
Leistungspriifstinden gezeigt werden, nichts anfangen - was sich aber heute fiir ihn
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dndert, denn jetzt weil} er, was das alles bedeutet. Deshalb schaut er sich viele Vi-
deos dazu an. Fiir den B lief es nicht so gut im Unterricht. Er hat inhaltlich eigentlich
nichts mitbekommen und geht einfach nur mit einem schlechten Gefiihl nach Hause.
Am nichsten Tag sitzen beide wieder nebeneinander in der Mathestunde. Der B hat
schon keinen Bock mehr, bevor die Stunde angefangen hat. Der A hingegen hat nicht
nur deshalb einen Lernvorsprung, weil er sich gestern mit den Kurven beschéftigt
hat, er verbindet das neu erworbene Wissen sogar mit einer monatelangen Erfah-
rung, ndmlich den gesehenen Kurven. Auflerdem freut sich A auf den Unterricht,
weil er hofft, in Zukunft getunte Autos noch besser verstehen zu konnen. Wiirde in
dieser Unterrichtsstunde ein Test geschrieben werden, in dem der Lehrstoff der letz-
ten Stunde abgefragt werden wiirde, wiirde A wohl eine 1 und B eine 6 schreiben.

Stellen wir uns weiter die Situation fiir A ideal vor, so wird er vom Schulunter-
richt maximal profitieren, er wird im Alltag ganz nebenbei gelernte mathematische
Denkweisen wiederfinden und iiben und er wird sein erworbenes Wissen mit wach-
sender Begeisterung bei seinen Hobbys verwenden. Durch das bereits vorhandene
Wissen wird er Neues immer schneller lernen konnen. Wenn es fiir den B maximal
schlecht lduft, wird er vom Unterricht kaum profitieren. Zusitzlich wird er wegen
seiner schlechten Leistungen, Druck der Eltern etc. immer frustrierter.

Nun haben wir also zwei Leute, die mit der gleichen schulischen Ausgangssi-
tuation gestartet sind und deren Leistungen innerhalb weniger Wochen nicht unter-
schiedlicher sein konnten. Ob der B weniger Talent als der A hat, wissen wir nicht
und auch nicht, ob der A iiberhaupt Talent hat. Was wir aber sicher wissen, ist: Der
A hat viel effektiver gelernt und hat sich um ein vielfaches linger mit Mathematik
beschiftigt als der B.

Weil dieser Punkt so wichtig ist, sei noch ein Vergleich erlaubt: Es gibt in der Be-
volkerung groBe Leistungsunterschiede was die Fihigkeit angeht, Posaune zu spie-
len. Viele konnen sogar iiberhaupt nicht Posaune spielen. Woran liegt das? Haben
so viele Leute iberhaupt kein Talent? Auch ohne das im Detail untersucht zu haben,
habe ich eine Vermutung: Diejenigen, die besser Posaune spielen als andere, haben
einfach mehr geiibt!

Es gibt unterschiedliche Arten, die Welt zu verstehen. Es gibt Menschen, die ger-
ne zwischen richtig und falsch unterscheiden. Und es gibt Menschen, die mehr zu
einem sowohl-als-auch tendieren. Es gibt Menschen, die Dinge gerne mit Zahlen be-
schreiben und welche, die das unsympathisch finden. Es gibt Menschen, die ein Auto
kaufen, weil eine ganze Liste technischer Daten mit den Erwartungen iibereinstimmt,
und es gibt welche, die ein Auto kaufen, weil ihnen die Farbe gefillt.

Und so resultieren aus den verschiedenen Sichtweisen der Welt unterschiedliche
Interessen - manche dieser Interessen fordern die mathematische Denkweise und
andere sind der Mathematik gegeniiber eher ,,neutral®.

Das heif3t aber nicht, dass nur Menschen mit den richtigen Hobbys Mathe lernen
konnen. Es gibt sehr viele unterschiedliche Zugénge zu diesem Fach. Einen solchen
Zugang kann sich jeder von heute auf morgen selbst schaffen. Dazu braucht es nur
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ein paar W-Fragen: Wer? Wie? Was? Wieso? Weshalb? Warum?!

Der Lehrer sagt, die Klasse sei zu laut? Ok, was ist ,,Jlaut* eigentlich? Wie misst
man das? Was ist ein Dezibel??

Die Farben meiner Videos gefallen mir nicht? Ok, was ist Farbe eigentlich? Wie
macht das Auge aus einer elektromagnetischen Welle eine Farbe? Was hat das mit
einer Schuhsohle (CIE-Normfarbtafel®) zu tun?

Mein Rechner rechnet mir zu langsam? Ok, was ist Rechnen eigentlich? Was sagt
die Mathematik tiber das Rechnen? Und warum fiangt man dabei mit primitiv rekur-
siven Funktionen an?*

Guter Unterricht erhoht die Unterschiede, vor allem deshalb, weil die Schiiler
mit verschiedenen Voraussetzungen und verschiedenen Interessen in den Unterricht
kommen. Die einen, die sich fiir Mathe interessieren, konnen sich verbessern. Die
anderen arbeiten wirklich daran, was sie nicht verstanden haben. Meiner Erfahrung
nach miisste man bei einigen Schiilern dann bei der Grundschulmathematik anfan-
gen. Wenn Matheunterricht also genau das leistet, was er soll, dass sich nimlich alle
Schiiler entsprechend ihres jetzigen Lernstands verbessern, sitzt dann ein Schiiler,
der sich mit Infinitesimalrechnung beschiftigt neben einem, der das kleine Einmal-
eins iibt. Meinem Eindruck nach sind in der politischen Debatte iiber gute Bildung
solche Unterschiede nicht mitgedacht oder sogar unerwiinscht, denn man mochte
sich eigentlich nur um die Schiiler kiimmern, die einen - wie es so schon heilit - er-
hohten Forderbedarf haben.

Sehr wichtig zu bemerken ist (im Anschluss an das im vorherigen Kapitel Aus-
gefiihrte), dass im Schulunterricht etwas sehr spezielles gezeigt wird, was ,,Mathe-
matik™ genannt wird. Dabei geht es vor allem um Aufgaben-Losungs-Rituale. Zur
richtigen Mathematik hingegen gibt es nicht nur verschiedene Zuginge wie z. B.
iiber die bildende Kunst oder die Musik.’

Es lassen sich auch aus ganz allgemein gestellten Fragen Zugéinge zur Mathe-
matik finden: Kann die Logik auch falsch sein? Kann man Logik logisch beweisen?
Wie kann man etwas iiber alle unendlich vielen Zahlen wissen? Oder weifl man das
gar nicht? Wenn wir eine Umfrage durchfiihren, um etwas iiber alle Menschen zu
erfahren, aber nur einen kleinen Teil ihnen befragen, was wissen wir dann iiber die
Menschen, die wir nicht gefragt haben? Was sind die aktuellen Forschungsthemen
der Mathematik? Welche Mathematik werden wir in Zukunft haben? Gibt es un-
geloste Probleme der Mathematik? Was macht ein Mathematiker eigentlich so den
ganzen Tag?

Die ,richtige* Mathematik steht wirklich in keiner ernsthaften Beziehung zu dem,
was in der Schule gemacht wird. In allen deutschen Lehrplinen kommt nicht eine

n einem Lied geht der Text weiter mit: ,,Wer nicht fragt bleibt dumm.*

2Es ist das 10-fache des dekadischen Logarithmus des Quotienten aus den Quadraten des Ausgangs- und Ein-
gangssignals.

3https://de.wikipedia.org/wiki/Farbs%C3% Adttigung

“https://faculty.math.illinois.edu/ vddries/recursion.pdf

5Man beachte hier den Song ,,Lateralus* der Band ,,Tool“, die quasi die Fibonacci-Zahlen vertont hat.
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einzige algebraische Struktur vor (Gruppe, Ring, Ideal, Modul, Korper). Alles, was in
der Universitidtsmathematik ,, Theorie* im Namen trigt (Funktionentheorie, Beweis-
theorie, Komplexititstheorie, Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen) ist
um Welten verschieden von der Schulmathematik.

Wenn wir hier uns also Gedanken iiber mathematisches Talent machen, reden wir
iber das, was an Schulen passiert und nicht iiber die eigentliche Mathematik.

2.6 Mathe lernen

2.6.1 Kann wirklich jeder Mensch Mathe lernen?

Ja. Jeder Mensch, der in der Lage ist, sich halbwegs freiwillig fiir Mathematik zu
interessieren, sich die Zeit nimmt, zu lernen und vielleicht noch jemanden hat, den
er mal etwas fragen kann, kann auch die Mathematik bis weit iiber das Abiturniveau
hinaus verstehen.

Man kann die Frage: ,,Kann jeder Mensch Mathe? vergleichen mit der Frage:
,Ist jeder Mensch sportlich?“ Nun, im Moment ist sicher nicht jeder Mensch sport-
lich, aber jeder, der jetzt anfdngt, jeden Tag eine Stunde zu trainieren und verniinftig
zu essen, wird in einem Jahr einen sportlichen Korper haben. Voraussetzung dafiir
ist sicher auch, eine Sportart zu finden, die individuell passt - was in der Mathematik
nicht anders ist: Es gibt sehr viele Wege, Mathematik zu verstehen. Wer (vielleicht
auch mit etwas Beratung) seinen Weg findet und jeden Tag eine Stunde effektiv lernt
- und dabei meine ich ausdriicklich nicht den Schulunterricht - wird in einem Jahr
erstens mindestens auf 1-er-Niveau sein und zweitens tatsdchlich auch etwas von der
Mathematik verstanden haben.

Ich habe in meinem Unterricht immer wieder gesehen, dass jeder Mensch Mathe
lernen kann. Und ich mache das lange genug, um das beurteilen zu kénnen. Ich habe
auch junge Leute erlebt, die als vollig untalentiert galten und es trotzdem sehr gut
geschafft haben. Von daher ist das hier alles keine theoretische Uberlegung, sondern
ich spreche aus Erfahrung.

2.6.2 Kann jeder Mensch Mathematiker werden?

Eine andere Frage ist, ob jeder Mensch ein guter Mathematiker werden kann. Zur
Beantwortung muss man wissen, dass im Studium eine spezielle Sicht der Mathe-
matik gezeigt wird. Man hat nicht die Moglichkeit, seinen eigenen Weg durch dieses
Fach zu finden, sondern sollte so ticken, wie es gefordert ist. AuBlerdem sollte man
bereit sein, fiir den Rest seines Lebens sich acht Stunden am Tag unter Zeit- und
Effektivitidtsdruck mit Mathematik zu beschiftigen.

2.6.3 Frauenanteil in den MINT-Fichern weltweit

Man kann weltweit folgendes Phianomen beobachten: In Landern, in denen Frauen
strukturell benachteiligt sind, ist der Frauenanteil in den MINT-Fichern, also Ma-
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thematik, Ingenieurwissenschaften, Naturwissenschaften und Technik, viel héher als
in Landern mit gleichberechtigter Gesellschaftsstruktur.® 7 Der gleiche Zusammen-
hang lisst sich in Bezug auf die Beliebtheit des Fachs und in Bezug auf das Vertrau-
en in die eigenen mathematischen Fihigkeiten feststellen.® Moglicherweise ist das
so, weil Frauen Berufsabschliisse in MINT-Fichern als Chance sehen, sich in einer
miéinnerdominierten Gesellschaft durchzusetzen. Die Anteile unterscheiden sich da-
bei erheblich. Z. B. absolvieren in Finnland und Norwegen ca. 20% der Frauen ein
Studium im MINT-Bereich, wihrend es in Algerien iiber 40 % sind.

Falls man aber ein Mathe-Gen braucht, um in einem mathematisch orientierten
Beruf arbeiten zu kénnen, miisste erkliart werden, warum Frauen in Finnland, den
Niederlanden, der Schweiz und in Deutschland dieses Gen nicht haben und woher
dieses Gen bei Frauen in Algerien, Tunesien, Albanien, der Tiirkei und den Verei-
nigten Arabischen Emiraten plotzlich gekommen ist.

2.7 Andere Faktoren

Die Leistungsunterschiede zwischen Schiilern liegen zum groflen Teil an dufleren
Faktoren: Elternhaus (man vergleiche allein schon die Bildungssprache mancher El-
tern mit der Dauer-TV Berieselung in typischerweise bildungsfernen Haushalten).
AuBerdem wird von Eltern vorgelebt, wie wichtig - oder fiir manche: unwichtig -
Bildung ist.

Es gibt Menschen mit unterschiedlich starken Bildungsinteressen. Es ist einfach
eine Frage der Energie, die man personlich in diese Bildung hineinstecken mochte.
Manche Menschen mochten am liebsten den Kopf leer machen und den ganzen Tag
meditieren. Da wird es dann schwierig mit der Mathematik. Es gibt Menschen, de-
ren Ziel es ist, mit einem Glas Rotwein in der Hand auf einer Blumenwiese in der
Provence sitzend den Sonnenuntergang zu genieflen. Fiir andere besteht das Gliick
darin, den stokesschen Integralsatz zu verstehen. Diese Unterschiede haben nichts
mit Talent zu tun.

Junge Menschen haben immer weniger Bildungsinteresse. Oder anders gesagt:
Sie nehmen Bildung nicht als etwas positives wahr. Auch Werte, die damit zu tun ha-
ben wie Toleranz, ein wertschétzend-konstruktiver Umgangston etc. erodieren. Wir
sind in den letzten Jahren von einer Wertegesellschaft zu einer Moralgesellschaft
gewechselt.

Es gab einmal eine Generation von Kindern, denen man sagte, sie miissten viel
lernen, damit sie es spiter mal besser haben. Zur Zeit gibt es aber auch Kinder und
Jugendliche, die sich in ihrem Leben eigentlich nicht mehr verbessern kdnnen. Sie
kommen ohne grolen Aufwand durch die Schule, haben keinen Stress mit ihren El-
tern, sind wohlhabend, fliegen mehrere Male pro Jahr in den Urlaub und haben alle

Shttps://www.theatlantic.com/science/archive/2018/02/the-more-gender-equality-the-fewer-women-in-
stem/553592/

"https://www.oecd.org/gender/data/why-dont-more-girls-choose-stem-careers.htm

8https://largescaleassessmentsineducation.springeropen.com/articles/10.1186/s40536-019-0078-1
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Freiheiten, die man sich nur wiinschen kann. Einen gut bezahlten Job werden sie
mit Vitamin B bekommen und sie werden irgendwann das Haus ihrer Eltern erben.
Profunde Kenntnisse in Mathematik sind da eher stérend.

Menschen sind unterschiedlich neugierig. Das hat einen weitaus groferen Ein-
fluss auf die Mathematik-Féhigkeiten als die aktuell vorliegende ,,Hardware* des
Gehirns.

Es gibt so viele Wege, Mathe zu verstehen. Meistens wird aber nur ein Weg ange-
boten. Eigentlich sollten von Lehrern mehrere Methoden angewendet werden, aber
das macht meiner Erfahrung nach kaum jemand. Ein Schiiler, der mit der angebote-
nen Methode gut klar kommt, lernt halt mehr als einer, der damit nicht klar kommt.

Es ist fiir gute Noten in Klassenarbeiten oder Klausuren recht hilfreich, in Auf-
gabenschemata zu denken. Fragt man zu sehr nach dem Sinn von Aufgaben oder
versucht man zu sehr, die eigentliche Mathematik hinter den Aufgaben zu verstehen,
hilt das nur auf. Es haben also solche Schiiler einen Vorteil, die sich ganz gerne sagen
lassen, was sie machen sollen und die auch ansonsten nur wenige Fragen stellen.

Menschen, die sich fiir Mathematik interessieren, lernen langsamer, auch des-
halb, weil sie etwas anderes unter ,,Verstandnis“ verstehen als das bloBe Aufsagen
einer Formel. Was heif3t eigentlich lernen? Die Formel aufsagen konnen? Wissen,
warum sie richtig ist? Die geschichtliche Bedeutung kennen? Jeder versteht unter
,verstehen etwas anderes. Deshalb ist das nicht vergleichbar.

2.8 Was man tun kann

 Die Mathe-Note hat nichts mit schlau oder dumm zu tun. Das sollte man ver-
innerlichen.

% Unsere Gehirne dndern sich beim Lernen. Wer ,,dumm® ist kann schlau werden.
Das ist der Sinn von Schule.

% Wenn man mit der eigenen Mathe-Leistung nicht zufrieden ist, kann man sich
darauf konzentrieren, diese Leistung zu verbessern statt sich mit anderen zu
vergleichen.

% Wer in der Lage ist, den Entschluss zu fassen, die eigene Mathe-Leistung zu
verbessern, ist auch bei geeignetem Training in der Lage dazu.

¥ Sich ins Gedichtnis zuriickrufen, was man schon alles verstanden hat.

% Sich mit sich selbst vergleichen: Was konnte ich vor zwei Wochen noch nicht?
Was habe ich seitdem verstanden?

% Klassenarbeiten individuell besprechen. Warum habe ich das eine gekonnt und
das andere nicht? Was kann ich bei der Vorbereitung der nédchsten Klassenarbeit
besser machen?
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Y Sich dariiber bewusst sein, dass die Version eines Themas, die aktuell im Un-
terricht besprochen wird, vielleicht nicht die Version ist, die zu einem selbst
passt.

% Sich vorstellen, wie man denn gestrickt sein muss, damit diese Version passt.
Dazu miisste man sich an andere Personen hineinversetzen.

% Sich iiberlegen, wie eine Erkldrung aussehen miisste, damit sie zu einem selbst
passt.



Kapitel 3

Erkliarung? Welche Erklarung?

3.1 Keine Erklirungen im Unterricht

3.1.1 Die Kehrwertregel

Wenn Leute mir sagen, ,,Ich habe Mathe nie verstanden.*, spreche ich sie gerne auf
die Kehrwertregel an.

Die Regel lautet: Man teilt durch einen Bruch, indem man mit dem Kehrwert
multipliziert. Also, wenn man rechnen mochte:

rechnet man statt dessen

Das geht, weil bei beiden Rechnungen das gleiche herauskommt.

Dann frage ich also: ,,Kennst du die Kehrwertregel 7*

HJa

“Hat man dir erkldrt, warum sie gilt?*

,,Nein.

»diehste™ sage ich dann, ,,deshalb hast du diese Regel wohl auch nicht verstan-
den.*

3.1.2 Ohne Erkliarung kein Verstindnis

Das fatale an dieser Situation ist: Wenn Menschen Mathe nie verstanden haben, den-
ken sie meist, es liege daran, dass sie fiir die Mathematik nicht schlau genug seien.
Aber vielleicht haben sie einfach deshalb die Mathematik nicht verstanden, weil sie
nie erklart wurde.

Verstiandlicherweise kommen Menschen auf diese Moglichkeit nicht von selbst,
obwohl die Tatsachen fiir sich sprechen. Denn wenn ich Menschen danach frage, was
denn in ihrem Matheunterricht erklart wurde, konnen sie sich zwar an Lehrinhalte

28
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wie die binomischen Formeln, die pg-Formel oder an Ableitungen erinnern - aber
eben nicht an deren Begriindungen

3.1.3 Lehrer kennen Erklirungen nicht

Wenn ich Mathelehrer frage, welche Erkliarung der Kehrwertregel sie ihren Schiilern
anbieten, erhalte ich oft die Antwort: ,,Erkldarung? Welche Erkldarung?* Sie sagen mir
dann z. B., dass man den zweiten Bruch umdrehen und dann multiplizieren muss,
aber nicht, warum dann das richtige Ergebnis herauskommt. Tatsdchlich konnte mir
kein einziger Mathelehrer, den ich darauf angesprochen habe, aus dem Stand eine
anschauliche Erkldarung der Kehrwertregel liefern. Und wie die zitierte Antwort ver-
muten lésst, gibt es auch Mathelehrer, die die Frage erst gar nicht verstehen. Vielleicht
kann man zur Ehrenrettung anfiihren, dass die Lehrmeinung in Deutschland sagt, ei-
ne anschauliche Erklirung konne es gar nicht geben.! Trotzdem ist das Netz voll von
Videos, in denen die Kehrwertregel anschaulich erklirt wird - allerdings in englischer
Sprache. Ein Artikel, in dem eine anschauliche Begriindung der Kehrwertregel fiir
allgemeine Briiche gezeigt wird, erschien in der Zeitschrift ,,mathematik lehren*.?

Manchmal reagieren Lehrer auf meine Fragen mit der Aussage: ,,Ich muss mich
vor Schiilern nicht auch noch dafiir rechtfertigen, dass die Mathematik so ist, wie sie
ist.”

3.1.4 Die Aufgaben eines Lehrers

Dazu muss klargestellt werden: Die Aufgabe von Mathelehrern ist nicht, Mathema-
tik zu erkldren oder zu begriinden. Statt dessen sollen sie Schiilern helfen, ,,Kom-
petenzen® zu erwerben, welche die Schiiler durch das Losen bestimmter Aufgaben
nachweisen sollen. Etwas reduziert formuliert ist der Lehrer also dazu da, Schiiler
dazu zu bringen, die richtigen Losungen kiinstlicher Aufgaben hinzuschreiben.

3.2 Keine Erklirungen in Erkliraufgaben

Nun mag man einwenden, dass aber laut Kultusministerkonferenz (KMK) eine der
zu erwerbenden Kompetenzen das mathematische Argumentieren sei - was ja sicher
mit dem erkldren und begriinden von Mathematik zu tun habe.

3.2.1 Beispielaufgabe: Argumentieren, Pizzarand

Bevor wir uns eine Beispielaufgabe fiir Klasse 9 zum Argumentieren im Anforde-
rungsbereich I ansehen, seien die Ausfiihrungen der KMK zitiert.> Gegliedert sind

!Padberg, Friedhelm & Wartha, Sebastian, Didaktik der Bruchrechnung, Springer Verlag GmbH Deutschland, 5.
Aufl., S. 132, 134, 137, 144, 147

2Wabnik, Martin & Dannwerth, Ann-Kathrin: Die Kehrwertregel verstehen, in: mathematik lehren 226 (2021),
S.50-51

3https://www.kmk.org/ﬁleadmin/veroeffentlichungen_beschluesse/2022/2022_06_23—Bista—ESA—MSA—
Mathe.pdf
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die Kompetenzen in die Anforderungsbereiche I bis III, wobei ,,Anspruch und ko-
gnitive Komplexitit* von I bis III zunehmen. Fiir den Anforderungsbereiche II ,,Zu-
sammenhinge herstellen* fiihrt die KMK aus:

Dieser Anforderungsbereich umfasst das selbststindige Auswihlen, An-
ordnen, Darstellen und Bearbeiten bekannter Sachverhalte, indem Kennt-
nisse, Fertigkeiten und Fihigkeiten verkniipft werden, die in der Aus-
einandersetzung mit Mathematik auf verschiedenen Gebieten erworben
wurden.

Angewandt auf die Kompetenz ,,Argumentieren‘ bedeutet das: ,,Schiilerinnen und
Schiiler

e entwickeln und erldutern tiberschaubare mehrschrittige Argumentationen,
e erldutern Losungswege und priifen sie u. a. auf Konsistenz,
e bewerten Ergebnisse und Aussagen auch bzgl. ihres Anwendungskontextes,

o erldutern mathematische Zusammenhinge, Ordnungen und logische Struktu-

113

ren, ...

Die hier zu besprechende Beispielaufgabe dazu kann beim Institut fiir Qualitits-
entwicklung im Bildungswesen* heruntergeladen werden und heiBt ,,Mehr Pizza“. In
der Aufgabe geht es um eine kleine Pizza, um ein Viertel einer gro3en Pizza und um
die Frage, ob die ganze kleine Pizza oder das Viertel der groB3en Pizza weniger Rand
hat.

Zunichst soll eine Skizze einer runden Pizza mit Rand angefertigt und der Um-
fang markiert werden. Bevor nun argumentiert werden soll, ist folgendes gegeben:
der Umfang der kleinen Pizza; dieser ist gleich 62,8 cm. Ausgerechnet wurde auch
schon der Umfang der grofSen Pizza. Dieser wurde durch 4 geteilt und das Ergebnis
ist 31,4 c¢m. Nun soll die Frage ,,Welche von beiden hat weniger Rand?* durch eine
geeignete Argumentation beantwortet werden.

Diese Aufgabe habe ich Schiilern vorgelegt, die alle mit Unverstdndnis reagierten
und dem Sinne nach sagten: ,,H4? Was soll ich denn jetzt argumentieren? Dass 31,4
kleiner ist als 62,87

Die richtige Losung, mit der die Kompetenz ,,Argumentieren‘ im Anforderungs-
bereich II in Klasse 9 nachgewiesen werden soll, besteht in dem Hinweis:

Der Umfang einer Pizza entspricht dem Rand einer Pizza.

Damit konnen wir festhalten, dass es beim Argumentieren sicher nicht um das be-
griinden oder gar beweisen mathematischer Regeln oder Lehrsitze geht, sondern um
- etwas anderes. Wenn die Aufgaben, auf die ein Lehrer seine Schiiler vorbereiten
soll, so aussehen, ist es wohl verstdndlich, dass er die knapp bemessene Unterrichts-
zeit nicht auch noch damit verbringen mochte, Mathematik zu erkldren oder zu be-
griinden. Wenn das grofite Ziel der Schiiler ist, durch die Priifungen zu kommen,
wire das vielleicht sogar unfair ihnen gegeniiber.

“https://www.igb.hu-berlin.de/bista/WeiterentwicklungBiSta/Lernaufgaben/MatheSekl/ ?view=preview
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3.3 Erklirungen der Kehrwertregel

Werfen wir trotzdem einen Blick auf das, was man alles erklidren konnte. Betrachten
wir dazu wieder die Kehrwertregel: Welche Erklarungen gibt es in diesem Zusam-
menhang?

Zum einen gibt es formale Beweise im Sinne von Gleichungsketten, an deren An-
fang das Teilen durch einen Bruch und an deren Ende das Multiplizieren des Kehr-
werts dieses Bruchs steht. AuBBerdem gibt es anschauliche ,,Beweise®, in denen man
meist Zeichnungen verwendet, innerhalb derer Flachen oder Strecken geschickt so
eingeteilt werden, dass die Giiltigkeit der Kehrwertregel direkt sichtbar wird. Weiter
gibt es den Fragekomplex: ,,Geht das auch mit Pizza?** Dahinter steckt die Uberle-
gung, ob sich handfeste Objekte unserer Lebenswirklichkeit so verhalten wie in der
Mathematik angegeben. Im Fall der Kehrwertregel sind das z. B. die Bruchstreifen,
Behilter mit verschieden groBen Grundflichen, in die Wasser gegossen wird und es
geht auch mit Pizza, die auf Teile von Tellern verteilt wird.

Man konnte fragen, was mit dem Dividieren eines Bruchs iiberhaupt gemeint
ist und/oder ob sich das verbalisieren lédsst. (Antwort: Ja. Im obigen Beispiel: Wel-
cher Teil von drei Fiinfteln passt auf zwei Siebtel?) Natiirlich ist dann auch noch
interessant, wie sich das Ergebnis der Division in deutscher Sprache anhort. (Zehn
Einundzwanzigstel von drei Fiinfteln passen auf zwei Siebtel.)

Manche Fragen sind auch grundsitzlicher Natur: Wie kann man tiberhaupt wis-
sen, dass die Kehrwertregel richtig ist, wenn sie doch fiir unendlich viele Zahlen
gelten soll und man die Regel nicht mit allen Zahlen ausprobieren kann? Warum teilt
man eigentlich durch Briiche? Wire die Welt nicht besser, wenn man das einfach las-
sen wiirde? Und warum rechnet man mit Briichen, wenn man doch Dezimalzahlen
viel besser in den Taschenrechner eingeben kann?

Wie ich von meinen Nachhilfeschiilern wei3, werden solche Fragen in der Schu-
le normalerweise nicht beantwortet (oder moglicherweise bekomme ich aber auch
keine Nachhilfeschiiler von Lehrern, die diese Fragen im Unterricht beantworten).
Wenn ich Lehrer auf unterschiedliche Erklarungsmoglichkeiten anspreche, sagen mir
viele ganz klar: ,,Ach, das interessiert die Schiiler doch nicht.” Nun, meine Schiiler
kommen gerne zu mir (und deren Eltern zahlen auch noch viel Geld dafiir), weil ich
zusammen mit meinen Schiilern die jeweils fiir sie passende Antwort auf solche und
dhnliche Fragen finde. Wie so oft in diesen Diskussionen stelle ich am Ende einfach
nur fest, dass einige Lehrer und ich in verschiedenen Welten leben bzw. dass die
Schiiler, die am Vormittag nichts von Mathe wissen wollten, am Nachmittag plotz-
lich viele Fragen haben.

3.4 Konsequenzen fehlender Erklirungen
Dass nicht alle individuellen Fragen von 20 — 30 Schiilern in der knapp bemessenen

Unterrichtszeit von einem einzigen Lehrer beantwortet werden konnen, mag ver-
stiandlich sein. Zumindest teilweise ldsst sich das Problem sehr einfach 16sen, indem
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man nidmlich den Schiilern die Quellen nennt, wo Antworten auf deren Fragen zu
finden sind.

Viel schlimmer finde ich personlich, dass Erkldrungen ebenso wie die fachliche
Beantwortung von Schiilerfragen als Unterrichtsinhalte von der Kultusministerkon-
ferenz gar nicht vorgesehen sind. Das, was an Mathematik Spal macht, ist zum
groBen Teil das Verstehen mathematischer Zusammenhénge. Und genau dieser Spal3
soll eben nicht stattfinden. Der Schiiler soll nur die von Mitarbeitern der Kultusmi-
nisterien vorgesehenen Antworten auf kiinstliche Fragen ausspucken. Wenn man als
Schiiler also mit guten Noten durch die Schule kommen mdchte, hilft kein Rebellie-
ren, sondern es hilft, einfach nur zu machen, was einem gesagt wird, nicht zu viel
nachzudenken und vor allem keine Fragen zu stellen.

Gesellschaftlich gesehen ist das - meiner Meinung nach - verheerend. Unter-
richtsmethoden und -inhalte werden in Deutschland von Biirokraten festgelegt, die
vermutlich in bester Absicht handeln. Dabei geht ihnen aber die kraftvolle Perspek-
tive, die die Mathematik mit ihrer scharfsinnigen Logik und dem Imperativ des Ver-
stindnisses unabhingig von Geld, Macht, Herkunft, Geschlecht etc. fiir junge Men-
schen bereithilt, vollig ab. So etwas passt eben in kein Formular.

3.5 Eine vollig neue Perspektive

3.5.1 Minus mal Minus definieren

Wir haben alle in der Schule gelernt, Minus mal Minus sei gleich Plus. Also z. B. es
sei —3-(—2) = +6 oder es sei 5 — (—2) = 5+ 2. Dabei steht —(—2) fiir —1-(—2).
Das doppelte Minus ist also nur eine Abkiirzung fiir Minus mal Minus. Soweit ich
von meinen Schiilern hore, wird im Unterricht normalerweise nicht erklirt, warum
Minus mal Minus gleich Plus sein soll. Oft habe ich versucht, mit Lehrern dariiber zu
sprechen, wie sie das in ihrem Unterricht erkldren - anfangs noch in der Hoffnung,
mir Erkldrungen abgucken zu konnen. Leider musste ich feststellen, dass fast alle
Lehrer, mit denen ich dariiber gesprochen habe, keine Erkldarung dazu kannten. Und
nur um es ganz deutlich zu machen: Die allermeisten waren der Uberzeugung, es
konne auch keine Erkldarung geben, weil ,,das halt einfach so festgelegt ist.” Das ist
zwar nicht ganz falsch, aber natiirlich gibt es trifftige Griinde fiir Festlegungen, wie
sie in der heutigen Mathematik Bestand haben.”> Wenn ich in der Nachhilfe Schii-
ler unterrichte, die eine solche Erkldarung nicht bekommen haben, stelle ich aber
meistens bei ihnen ein gewisses Unwohlsein fest. Diese Rechenweise ist anders, als
Schiiler das gewohnt sind. Sie wirkt willkiirlich und widerspriichlich. Wenn man 5
Tomaten hat und 2 Tomaten hinzu tut, hat man 7 Tomaten. Aber wie soll man —(—2)
Tomaten hinzu tun? Es wirkt so, als konne es eine solche Zahl nicht geben. Das ist
ein entscheidender Punkt in der mathematischen Entwicklung eines jeden Menschen:
Wird ,,Minus mal Minus ist Plus* begriindet oder nicht? Ist Mathematik sinnvoll und
verstehbar oder muss man da einfach machen, was einem gesagt wird?

5Siehe dazu den Abschnitt ,.Warum ist Minus mal Minus Plus?*
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Dabei geht es um ein tiefliegendes Problem: Bisher haben Schiiler Mathematik als
etwas kennengelernt, was einfach stimmt. 3 -4 ist 12. Das ist so, weil die Welt halt so
ist, wie sie ist. Mit dem ,,Minus mal Minus* ist das aber vollig anders: Der Sinn eines
solchen Ausdrucks ergibt sich nicht von allein; man muss definieren, was ein solcher
Ausdruck bedeuten soll. Leider ist das eine Uberlegung, die im Schulunterricht -
soweit ich weil} - nicht vorkommt. Wenn ich meinen Schiilern davon erzihle, fallen
sie meist aus allen Wolken: ,,Wie?! Man kann in Mathe einfach was definieren?*
Ja genau! Kann man! Oftmals ergibt sich dann die Anschlussfrage: ,,Darf ich das
auch?* Ja klar! Jeder Mensch darf das.

3.5.2 Mathe selbst definieren

Man muss noch ergénzen, dass sich bestimmt nicht jede beliebige Definition in der
Mathematik-Welt durchsetzen wird. Aber wenn eine Definition ein Problem 16st oder
einfach interessant ist oder irgendwelche Vorteile bringt, kann es gut sein, dass sie
sich durchsetzt und moglicherweise zu einem neuen Standard fiihrt. Fiir mich person-
lich ist es immer wieder faszinierend, jungen Menschen dabei zusehen zu diirfen, wie
sich jetzt gerade deren Sicht auf die (Mathematik-)Welt andert. Manch ein Schiiler
fragt dann: ,,Also wenn ich jetzt was ganz schlaues definiere, dann steht das irgend-
wann in den Schulbiichern und dann miissen alle Kinder auf der Welt so rechnen,
wie ich das gesagt habe?* Ja, so ist das. In Bayern wurde z. B. vor ein paar Jahren
ein neues Verfahren zur schriftlichen Addition eingefiihrt. Hitte dieser Schiiler die-
ses Verfahren erfunden, miissten dann jetzt zumindest alle Kinder in Bayern dieser
Erfindung entsprechend rechnen.

Damit dndert sich die Perspektive der Schiiler um 180°: War Mathematik vorher
etwas, bei dem man machen musste, was einem gesagt wird, ist sie nun etwas, was
man mitgestalten kann. Das Mitgestalten der Mathematik liegt dabei noch nicht ein-
mal in utopischer Ferne. Ich habe schon des dfteren Erklarungsmoglichkeiten, die
von Schiilern in meinem Unterricht vorgeschlagen wurden, in meinen Videos verar-
beitet, wovon dann sicher viele andere Schiiler profitiert haben.

Interessanterweise wissen selbst einige Mathelehrer nicht, dass die Mathematik
standig weiterentwickelt wird und auch Gegenstand der aktuellen Forschung ist.

3.5.3 Mathe andert sich

1) Was in Schulbiichern steht, wird immer wieder gedndert. Und es sind keine Klei-
nigkeiten: In den 70er Jahren stand noch Mengenlehre in den Schulbiichern. Das war
grundsitzlich was anderes. Da wurde der Korper der rationalen Zahlen iiber Gruppen
und Ringe entwickelt oder es wurde die Gleichméchtigkeit der Menge der rationalen
Zahlen und der Menge der natiirlichen Zahlen iiber das Cantorsche Diagonalverfah-
ren bewiesen.

Es dndert sich auch die Auswahl des Lehrstoffs und das, was mit diesem Lehrstoff
gekonnt werden soll. Das, was man unter Verstdndnis versteht, dndert sich ebenfalls.
Die Matrizenrechnung ist erst vor ein paar Jahren in Schulbiichern aufgetaucht. Mitt-
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lerweile ist sie aus manchen schon wieder entfernt worden. Die darstellende Geome-
trie ist zur Génze aus dem Lehrplan verschwunden, wihrend die Wahrscheinlich-
keitsrechnung und Statistik immer stérker wurde.

2) Mathematiker werden dafiir ausgebildet, die Mathematik weiterzuentwickeln.
Dazu gehoren auch neue Definitionen, Sitze und Beweise. So entsteht tidglich neue
Mathematik.

3) Vor wenigen Jahrzehnten hat der Taschenrechner von Grund auf veréndert,
was in der Schule gelehrt und gelernt wird. Das Kopfrechnen wurde zuriickgedrangt
(sodass heutige Abiturienten z. B. 17 + 38 in den Taschenrechner eintippen miissen)
und der Rechenschieber hatte ganz ausgedient.

4) Es ist noch nicht lange her, da haben Videos die Art gedndert, wie Mathema-
tik prisentiert wird. Leider ist dadurch auch das fachliche Niveau, auf dem etwas
werklirt” wird, in vorher unvorstellbare Tiefen gesunken. Aber das kann ein Schiiler
ja auch als Ansporn begreifen, es besser zu machen. Jeder Schiiler kann sein Handy
ziicken und ein Video aufnehmen, in dem er der Welt seine Sichtweise der Mathema-
tik darstellt. Die enormen Moglichkeiten von Mathematik-Videos sind bisher kaum
umgesetzt worden.

5) Kiinstliche Intelligenz in Form von z. B. Chatbots wird die Mathematik eben-
falls veridndern. Es wird sicher nicht mehr lange dauern, bis man sich die Losung
jeder Aufgabe, die einem Schiiler gestellt werden kann und die man schriftlich be-
arbeiten kann, von einer kiinstlichen Intelligenz auch auf deutsch Anzeigen lassen
kann. Das wird nicht nur die Art und Weise, wie wir Mathematik lernen, verdndern,
sondern vermutlich auch das, was Schiiler sinnvollerweise in der Schule an Mathe-
matik lernen sollten (also das Curriculum). Da die kiinstlichen Intelligenzen zur Zeit
auch mit Nutzerdaten trainiert werden, ist jeder Mensch, der einen mathematischen
Prompt z. B. in einen Chatbot eingibt, an der Entwicklung der Mathematik beteiligt
- ob er nun will oder nicht.

3.5.4 Individuelles Verstindnis

Hat Sie jemals ein Mathelehrer gefragt, mit welcher Erklidrung Sie denn das Thema
am besten verstehen? War es mal im Matheunterricht Thema, wie unterschiedlich das
ist, was jeder Schiiler fiir sich unter Verstindnis versteht? - Vermutlich nicht. Das wa-
re ndmlich sehr ungewohnlich, was man schon daran erkennen kann, dass die Frage
nach ,,den unterschiedlichen Verstdndnissen der einzelnen Schiiler* ausgesprochen
komisch klingt. Das Fehlen jeglicher individuellen Erkldrung fiihrt nicht nur dazu,
dass viele Menschen Mathe nicht verstehen, sondern es ist zudem frustrierend, nie-
mals nach der eigenen Meinung gefragt zu werden. So entwickeln Menschen eine
richtiggehende Abneigung gegen die Mathematik.

Mathematisches Tagebuch Es gibt viele Moglichkeiten, das eigene Bild der Mathe-
matik zu entwerfen. Eine davon ist, aufzuschreiben, was man denkt - also eine Art
detailliertes mathematisches Tagebuch. Allein schon wenn man den eigenen Verste-
hens- oder Problemldsungsprozess schriftlich festhilt, schafft man etwas eigenes. Es
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wire erstrebenswert, wenn Schiiler das auch als Moglichkeit der Kreativitét begrei-
fen. Es ist fiir Schiiler sehr erhebend, wenn sie nach zwei Wochen auf ihre Auf-
zeichnungen schauen und sich kaum vorstellen kdnnen, was sie mal nicht verstanden
haben.

Erklirungen auswiihlen Eine fiir Schiiler recht komfortable Art, die individuell pas-
sende Erkldrung zu finden, ist, eine solche aus einer Liste angebotener Erkldrungen
auszuwihlen.

In der Liste konnten dann nicht nur Beweise und Veranschaulichungen enthalten
sein, sondern auch Fragen beantwortet werden wie: Was ist das eigentlich (Definiti-
on, Verfahren, Lehrsatz, Vereinbarung, ...)? Warum funktioniert das? Welche nach-
priifbaren Voraussagen macht ein Lehrsatz? Wozu braucht man das? Warum ist das
sinnvoll?

3.5.5 Termumformungen: Distributivgesetz

Schauen wir uns das bisher zusammengetragene noch an einem konkreten Beispiel
an: das Distributivgesetz. Es lautet:

a-(b+c)=a-b+a-c

Was konnte in diesem Zusammenhang erklirt werden? Z. B., dass das Distributiv-
gesetz fiir eine ganze Reihe von Formeln steht. Oder - anders gesagt - dass sich mit
dem Distributivgesetz unendlich viele weitere richtige Formeln erzeugen lassen. Da-
von haben Sie nie gehort? Tja, vielleicht ist es in Threr Schulzeit so auch gar nicht
erklart worden.

Wenn wir die Variablen a, b und ¢ durch Terme ersetzen, entsteht eine neue For-
mel. Wir konnen z. B. a durch den Term 2f, b durch den Term gh und ¢ durch den
Term 34 ersetzen. Dann erhalten wir:

a-(b+c)=a-b+a-c

RN S A

2f -(gh+3h) =2f-gh+2f-3h

Abb. 3.1 Neue Formel dank Distributivgesetz

Zum einen sehen wir an diesem Beispiel, was in der Schule normalerweise nicht
erklart wird. Statt ein mathematisches Gesetz zu betrachten und sich vielleicht zu
iberlegen, was man damit alles schones machen kann, ist von ,,Klammern auflosen*
die Rede und dass man ,,bei einem Minuszeichen vor der Klammer aufpassen® muss.
Dadurch geht die ganze Mathematik, die in diesem Gesetz steckt, verloren. Wiirde
es klar als Gesetz kommuniziert werden, konnte man sich fragen, warum dieses Ge-
setz richtig ist. Man konnte nach anschaulichen Begriindungen oder auch formalen
oder rechnerischen Begriindungen suchen. Wenn man dabei wirklich weit vordringen
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wollte, wiirde man dann feststellen, dass dieses Gesetz in der Universitdtsmathema-
tik liberhaupt nicht begriindet wird - was wiederum ein Ansatz fiir weitere hochst
nichttriviale Uberlegungen sein konnte. Weiter fiihrt die Suche nach einer Begriin-
dung zu einem wiederum sehr tiefgriindigen Denkansatz: Sind die Addition und die
Multiplikation verschiedene Rechnungen oder ist die Multiplikation einfach nur eine
Verallgemeinerung der Addition (so, wie vermutlich jeder Schiiler das in der Grund-
schule gelernt hat)? Je nachdem, wie man das auffasst, kommt man zu zwei komplett
unterschiedlichen Sachverhalten, die zu begriinden sind. Wiirde man auch noch die
Fachbegriffe ,,Summe* und ,,Produkt* nennen, kénnte man das Distributivgesetz als
eine Moglichkeit sehen, aus einer Summe ein Produkt zu machen und umgekehrt.
Woraus sich die Frage ergibt, welche solcher Moglichkeiten die Mathematik noch
bereit halt.

Auch wenn einige hier beschriebene Ansitze weit iiber den Schulstoff hinaus
gehen, so ist es meiner Meinung nach wichtig, auch solche Uberlegungen Schiilern
anzubieten. Wenn wir wollen, dass sich Schiiler fiir Mathematik interessieren, sollten
wir ihnen auch zeigen, was Mathematik ist statt sie nur mit dem ,,Klammern auflo-
sen‘ herumstiimpern zu lassen.

Zum anderen konnen wir an diesem Beispiel sehen, wie einfach es fiir jeden Schii-
ler ist, neue Formeln aufzustellen. Moglicherweise ist die oben aufgestellte Formel
nicht besonders interessant. Wir kdnnen mit diesem Wissen aber die Frage stellen,
welche Formeln denn interessant sind? Was muss eine Formel mitbringen, damit wir
sie interessant finden? Auch mit diesen Uberlegungen sind wir mathematisch auf ei-
nem ganz anderen Niveau, als sinnlos irgendwelche Klammern aufzultsen.

Das Distributivgesetz verwenden wir normalerweise, um Termumformungen durch-
zufithren. Aber welche Terme konnen wir mit diesem Gesetz umformen? Was ist z.
B. mit diesem Term?

m-n)-5m+n-4)

Abb. 3.2 Term, der auf seine Umformung wartet

Es gibt mehrere gleichwertige Moglichkeiten, sich zu liberlegen, nach welcher
Regel man entscheiden mochte, ob eine Formel auf einen gegebenen Term angewen-
det werden kann. Eine dieser Regeln lautet:

Eine Formel kann auf einen gegebenen Term angewendet werden, wenn
dieser Term durch die Ersetzung der Variablen der Formel entsteht.

Hier ist eine Veranschaulichung davon.
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(m-n)-(5m +n-4)

[

a- (b +¢)=a b+ a - ¢

AR

(m-n)-5m+(m-n)-(n-4)

Abb. 3.3 Anwendung des Distributivgesetzes

Dieses Prinzip kann ganz genauso auch auf andere Formeln angewendet werden.
Umso erstaunlicher ist, dass eigentlich kein Mensch am Ende der Schulzeit weil3,
nach welcher Regel er Terme umformt. Termumformungen macht man halt so nach
Gefiihl. Und es ist ok, denn Schiiler sollen ja nur Kompetenzen lernen, was heift,
dass sie Terme umformen konnen sollen und eben nicht wissen sollen, was sie da
eigentlich machen. Von einem verniinftigen Mathematikunterricht sollte man aber
erwarten diirfen, dass zumindest die Regeln, nach denen Terme jahrelang umgeformt
wurden, den Absolventen bekannt sind.

Auferdem konnen wir hier erkennen, wie die extremen Leistungsniveaus zwi-
schen Schiilern zustande kommen konnen: Erkldrt man einem Schiiler nur, er solle
Klammern auflésen und bei Minuszeichen aufpassen, wird er diese Fertigkeiten nach
der Klassenarbeit iiber dieses Thema vergessen. Beim Thema ,,Potenzgesetze* wird
er diese Fertigkeiten aber wieder brauchen - dann wird es aber viel komplizierter,
weil er dann nicht nur das Auflosen von Klammern nachlernen muss, sondern gleich-
zeitig auch die Potenzgesetze beherrschen soll. Erkldrt man einem Schiiler aber, wie
das anwenden von Formeln auf Terme prinzipiell funktioniert, kann er sich die Po-
tenzgesetze, Wurzelgesetze, Logarithmengesetze etc. in sehr kurzer Zeit aneignen,
weil er ja im Prinzip immer das gleiche, nur eben mit anderen Formeln, macht.

Man kann auch noch fragen, warum man iiberhaupt Termumformungen macht.
Eine mogliche Antwort ist: Mit Termen gibt man an, wie etwas gerechnet wird. Teilt
man jemandem eine Rechnung mit, macht man das immer in der einfachsten Form
(schon aus Hoflichkeit). Deshalb formt man Terme in die einfachst mégliche Form
um. In einem kompetenzorientierten Unterricht soll der Sinn von Mathematik aber
keine Rolle spielen.

Oder man konnte Fragen, was denn das unmittelbare Ziel einer Termumformung
sei. Eine Antwort lautet: Man stellt mit einer Formel einen ergebnisgleichen Term
her. Dass das ein ergebnisgleicher Term ist, ist sehr wichtig. Ist man z. B. unsicher,
ob die Termumformung, die man gemacht hat, richtig ist, ist eine Moglichkeit der
Kontrolle, Zahlen in beide Terme einzusetzen und dann zu priifen, ob die Ergebnisse
gleich sind. Kaum ein Schiiler weifl das. Braucht er ja auch nicht. Er soll ja nur
Kompetenzen haben.
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3.6 Was man tun kann

% Alles, wirklich alles, was Mathematik ist, kann sinnvoll, anschaulich und ver-
standlich erklart werden. Nur wenn das bekannt ist, kann die Suche nach einer
individuell passenden Erkldrung erfolgreich sein.

% Wenn du etwas nicht verstanden hast, liegt das nicht daran, dass du etwas nicht
verstehen kannst, sondern dass du die zu dir passende Erkldrung noch nicht
gefunden hast.

% Selbst Erkldrungen suchen. Viele Quellen - das Internet, Foren, englischspra-
chige Videos, Biicher (nicht nur Schulbiicher, sondern auch Biicher fiir Lehrer)
usw. - halten viele unterschiedliche Erkldrungen bereit.

% Den Lehrer gezielt nach Erkldarungen fragen. Niemand muss sich damit begnii-
gen, Regeln sinnentleert auswendig zu lernen.



Kapitel 4

Unterrichtsmethoden

4.1 Frontalunterricht

In der Sendung ,,Wie Schule in Zukunft wirklich aufs (sic!) Leben vorbereitet™ aus
der Reihe ,beta stories” vom 2. 1. 2022 des Bayerischen Rundfunks, wurde mal
wieder behauptet, in deutschen Schulen finden vor allem Lehrervortrige statt. Mir
personlich ist nicht klar, wie Leute zu dieser Ansicht kommen. Ich kann mich nicht
daran erinnern, wann mir ein Schiiler des letzte Mal berichtet hitte, der Matheleh-
rer habe die ganze Stunde lang einen Vortrag gehalten. Aulerdem habe ich keinen
einzigen Lehrer getroffen, der von sich behauptet hitte, stundenlange Vortrige zu
halten.

Trotzdem kann man mit Spriichen wie ,,Wir miissen endlich aufhdren, unseren
Kindern sinnloses Faktenwissen einzutrichtern!* oder ,,Endlich Schluss mit dem
Niirnberger Trichter!* immer noch viel mediale Aufmerksamkeit erregen. Dabei be-
deutete der Niirnberger Trichter noch nie das gewaltsame Eintrichtern von Informa-
tionen in die Gehirne von Kindern. Vielleicht gab es tatséchlich einmal viele Lehrer-
vortrige im Unterricht. Das wird aber schon seit Jahrzehnten nicht mehr gemacht.
Wir haben mit dem deutschen Schulsystem definitiv eine Menge Probleme, aber ein
Zuviel an Frontalunterricht gehort ganz sicher nicht dazu!

Falsch ist an der Diskussion um den Frontalunterricht auch die Gleichsetzung die-
ser Unterrichtform mit dem ,,eintrichtern sinnlosen Faktenwissens®‘. Wenn ein Lehrer
mathematische Zusammenhénge erklart, ist das nicht sinnlos, sondern er stellt seinen
Schiilern eine Moglichkeit zur Verfiigung, Mathematik zu verstehen.

Mit der Verbannung des Frontalunterrichts aus unseren Schulen gehen viele Chan-
cen verloren, die manche Schiiler vielleicht gerne gehabt hitten oder moglicherweise
auch gebraucht hitten, um Mathe zu verstehen. Sobald ein Lehrer etwas erklért, ist
das schon Frontalunterricht und folglich erkldren Lehrer Mathe eben nicht mehr.
Schade eigentlich.

Als ich zur Schule ging, gab es zeitweise eine Mathe AG. In der ersten Stunde
dieser AG erklirte der Lehrer Schmitz die Beweismethode der vollstindigen Induk-
tion und weil er von dieser Methode so begeistert war, erklirte er sie gleich zwei-

39
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mal, obwohl schon beim ersten Mal alle die Methode verstanden hatten. Das war fiir
mich personlich fast schon eine Offenbarung: Einen Mathelehrer, der fiir sein Fach
brennt und diese Begeisterung auch zeigen kann, hatte ich bis zu diesem Zeitpunkt
noch nicht erlebt. Leider sind solche Lehrer in Deutschland gesellschaftlich-politisch
nicht vorgesehen und - meinem Eindruck nach - sogar unerwiinscht.

Selbstverstandlich will niemand, dass der Mathe-Unterricht nur noch aus Vortra-
gen besteht, aber stellen wir uns doch mal den Lehrer als Kiinstler vor, der vor der
Klasse das macht, was seine eigentliche Kernkompetenz ist, nimlich Mathe erkla-
ren. Dann hat der Lehrer eine Bithne und kann mit seiner Genialitit und mit seinem
Enthusiasmus Schiiler mitreien. Es gibt normalerweise viele unterschiedliche Er-
klarungen eines mathematischen Sachverhalts und jeder Mathelehrer favorisiert fiir
sich personlich wohl eine bestimmte dieser Erkldrungen. Wenn nun ein Lehrer mit
Scharfsinn und Leidenschaft seinen Standpunkt vor der Klasse zelebrieren konnte -
warum wire das so schlimm? Dadurch miissen andere Erkldrungsweisen nicht aus-
geschlossen werden. In anderen Fichern geht es doch auch: Ein Deutschlehrer darf
von deutscher Literatur begeistert sein und ein Musiklehrer darf von Musik begeistert
sein.

Dabei gibt es viele Themen, die die Darstellung durch einen Experten gut vertra-
gen konnten. Das bekannteste Beispiel ist wohl die quadratische Gleichung, zu deren
Losung eine quadratische Erginzung hinzugefiigt wird, die dann durch die Anwen-
dung einer binomischen Formel zu den Losungen fiihrt. In der Herleitung gibt es
viele Ideen und Neuerungen dicht gedringt in einer Gleichungskette:

e Die Gleichung ist mit den bisherigen Mitteln nicht 16sbar, weil die Variable in
der ersten und auch in der zweiten Potenz vorkommt.

e Die Gleichung wird zunichst komplizierter gemacht, um sie l6sen zu kdnnen.

e Eine binomische Formel wird verwendet, um aus einer Summe ein Produkt zu
machen.

e Das erste Mal in der Mathematikkarriere eines Schiilers kann eine Gleichung
auch zwei Losungen haben.

e Das erste Mal tritt eine Gleichungsumformung auf, die keine Aquivalenzum-
formung ist (das Wurzelziehen).

e Obwohl das Wurzelziehen immer ein eindeutiges Ergebnis hat (falls die Wurzel
existiert), notiert man hier plotzlich zwei Ergebnisse.

e Fiihrt die Methode zu einem (in R) sinnlosen Ausdruck (d. h. zu einer Wurzel
mit negativem Radikanden), hat man trotzdem nichts falsch gemacht.

e Zum ersten Mal konnen die Losungen einer Gleichung irrational sein.

Im Frontalunterricht konnte ein Lehrer nun zeigen, was er drauf hat und dieser
Reihe von Gedanken eine eindrucksvolle Struktur geben, die Schiiler mitreilit. Er
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kann dabei dramaturgische Ausdrucksmittel wie Tempo, Lautstirke, Mimik, Gestik,
Raumaufteilung etc. ausnutzen.

Kurz gesagt kann also ein Lehrer im Frontalunterricht gerade komplizierten ma-
thematischen Zusammenhingen Struktur und Lebendigkeit verleihen, was in allen
anderen Unterrichtsformen nicht moglich ist. Schiiler, fiir die die Methode, eine
Struktur mitgeteilt zu bekommen, die ideale Unterrichtsform ist, haben durch die
einseitige Konzentration auf andere Unterrichtsformen das Nachsehen.

4.1.1 Was man tun kann

% Herausfinden, welche Unterrichtsform fiir einen selbst die beste ist.

% Braucht man eine klare Struktur der Lehrinhalte, kann man diese Struktur in
der Nachbereitung einer Unterrichtsstunde erstellen. So kann man sich den ge-
wiinschten Frontalunterricht selbst schreiben, um die fachliche Struktur aufzu-
bauen.

% Den Lehrstoff der nidchsten Unterrichtseinheit mit einem guten Buch oder Vi-
deo vorbereiten.

% Den Lehrer nach Literatur, Materialien oder Links zu iibersichtlichen oder tief-
griindigen Darstellungen des Lehrstoffs fragen.

4.2 Frustrierender Unterricht

4.2.1 Fragend-Entwickelndes-Unterrichtsgesprich

Die in Deutschland am weitaus héaufigsten verwendete Unterrichtsmethode ist das
Fragend-Entwickelnde-Unterrichtsgespriach: Es wird also nicht die Mathematik er-
klirt, sondern der Lehrer stellt der Klasse Suggestivfragen, sodass sich den Schiilern
die Zusammenhinge ,,von ganz allein® erschlieBen. Da der Lehrer dabei die Lésung
kennt, sie aber nicht verrit und die Schiiler nach der Losung suchen ldsst, nennt sich
diese Methode auch ,,Osterhasenpiddagogik®. Sie mag fiir einige Schiiler genau die
richtige sein, fiir viele andere ist sie ineffektiv und frustrierend. Man méchte als jun-
ger Mensch vielleicht die Welt erobern und findet sich in der Situation wieder, die
Gedanken seines Lehrers erraten zu miissen.

Es soll hier nicht diskutiert werden, warum nach dieser Methode unterrichtet
wird, denn der konkret in einer Klasse unterrichtende Lehrer ist vermutlich die einzi-
ge Person, die beurteilen kann, warum nach dieser Methode unterrichtet wird. Viel-
leicht hat der Lehrer festgestellt, dass er mit dieser Methode die besten Ergebnisse
erzielt oder vielleicht sind zu diesem Zeitpunkt mit genau dieser Klasse keine an-
deren Methoden moglich. Es soll auch nicht Lehrern pauschal die Schuld gegeben
werden. Erfahrungsgemifl werden Probleme ohnehin nicht dadurch geldst, dass man
jemandem die Schuld gibt.
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Es gibt aber viele Schiiler, die mit dem fragend-entwickelnden Unterrichtsge-
spriach Schwierigkeiten haben und deshalb sollen hier mégliche Ursachen und auch
Losungsmoglichkeiten der Probleme besprochen werden.

Dazu sei auf ein Experiment verwiesen, welches immer wieder durchgefiihrt wur-
de: Dabei geht es um die negative Verstiarkung, die bei diesem Unterrichtsstil schon
deshalb eintritt, weil Schiiler sich melden miissen, wenn sie im Unterricht sprechen
wollen.

Man verteilt an alle Schiiler in einer Klasse einen Stapel mit Zetteln, auf
denen Aufgaben stehen. Die Zettel sind einseitig bedruckt und liegen mit
der bedruckten Seite nach unten auf den Tischen der Schiiler. Nun sollen
alle Schiiler gleichzeitig den ersten Zettel umdrehen und die Aufgaben
losen. Wer fertig ist, soll die Hand heben. Dabei bekommen die meisten
Schiiler sehr einfache Aufgaben und nur weniger Schiiler bekommen un-
losbare Aufgaben, woriiber man aber niemanden informiert. Es werden
sich also nach sehr kurzer Zeit alle die Schiiler melden, die die einfachen
Aufgaben hatten und die anderen werden frustriert sein, weil sie glauben,
alle anderen seien viel besser als sie. Diesen Vorgang kann man nun drei-
bis fiinfmal wiederholen. Der nédchste Zettel enthélt dann einfache Aufga-
ben, die aber nun fiir alle Schiiler gleich sind. Man wird beobachten, dass
die Schiiler, die die unlésbaren Aufgaben hatten, die einfachen Aufgaben
nicht 16sen kénnen.

Stellen wir uns dazu eine typische Unterrichtssituation vor: Das neue Thema heif3t
»Quadratische Gleichungen®, der Lehrer zeigt eine quadratische Gleichung und fragt
die Schiiler, wie man diese Gleichung 16sen konne. Schiiler A hat noch nie in seinem
Leben eine quadratische Gleichung gesehen - klar, denn das Thema ist ja neu - und
kennt die Losung nicht. Nun ist er enttduscht, weil er die Losung nicht kennt und
fiihlt sich dumm. Dann meldet sich Schiiler B und Schiiler A denkt: Ok, der B kann
offensichtlich etwas, was ich nicht kann, was bedeutet, dass ich nicht nur dumm
bin, sondern sogar diimmer - ndmlich diimmer als B. Selbst wenn der Losungsvor-
schlag von B nicht zum Ziel fiihrt, hat die Enttduschung fiir A schon stattgefunden.
AnschlieBend stellt der Lehrer die nidchste (Suggestiv-)Frage und fiir A beginnt ei-
ne weitere Enttduschungsrunde. So geht das dann die ganze Unterrichtsstunde lang.
Und morgen ist es wieder so.

Der Schiiler ist in einem solchen Unterricht immer wieder Leistungsvergleichen
ausgesetzt. Das erzeugt eine Atmosphire, in der die meisten Menschen nicht gut ler-
nen konnen. Ubrigens mogen deutsche Lehrer auch keine Leistungsvergleiche: Im
Jahr 2020 wurde weltweit die TALIS-Videostudie durchgefiihrt, in der der Matheun-
terricht zum Thema ,,Quadratische Gleichungen per Video aufgenommen, vergli-
chen und ausgewertet wurde. Schulklassen und Lehrer als Teilnehmer der Studie zu
finden, war in keinem Land der Welt ein Problem - aufer in Deutschland. Da wollen
sich die Lehrer nicht auf die Finger schauen lassen.

Meistens nehmen zwei bis drei Schiiler aktiv am fragend-entwickelnden Unter-
richtsgesprich teil. Fiir alle anderen ist der Unterricht frustrierend. Man stelle sich
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eine solche Situation unter erwachsenen Menschen vor. Z. B.: Der Chef mochte, dass
einer bestimmten Anforderung auf eine bestimmte Weise begegnet wird. Er sagt dem
Angestellten aber nicht, welche Anforderung das ist und auch nicht, was zu tun ist,
sondern er stellt immer wieder Fragen, anhand derer der Angestellte erraten muss,
was er zu tun hat. Absurd, oder? Erwachsene Menschen lieBen sich ein solches Ver-
halten nicht bieten.

4.2.2 Inakzeptable Suggestivfragen

Oder stellen wir uns die Situation einfach im privaten Bereich vor: Angenommen,
wir redeten mit einem Menschen, der uns buchstéblich alle 2 bis 5 Minuten darauf
hinweist, etwas besser zu konnen als wir. Wie lange wiirden wir ein solches Gesprich
freiwillig fortsetzen? Wenn uns eine Person etwas fragt, was sie schon weil3, wiirden
wir doch bestimmt mit ,,Ja, dann frage mich doch nicht, wenn du es schon weil3t!*
reagieren. Im Mathematik-Unterricht sind unsere Kinder aber moglicherweise dazu
gezwungen, eine solche Situation 13 Jahre lang zu ertragen.

Im Schulunterricht ist die Situation sogar noch schlimmer als im privaten Bereich:
Wenn sich Schiiler A zu lange nicht meldet, wird er vom Lehrer unfreiwillig dran-
genommen. Dann hat Schiiler A die Moglichkeit, sich nicht nur vor dem Lehrer zu
blamieren, sondern gleich vor der ganzen Klasse. Auf unsere ,,Chef-Situation* tiber-
tragen bedeutet das, dass der Chef seine Ratespielchen vor 30 Angestellten macht.
Wenn dann ein Angestellter eine falsche Antwort gibt, wissen gleich 29 Angestellte,
wer keine Ahnung hat. Uns ist wohl vollig klar, dass solche Methoden in der Er-
wachsenenwelt nicht eingesetzt werden diirfen, aber unseren Kindern muten wir das
zu.

Aus noch einem weiteren Grund wird eine fragend-entwickelnde Aufgabenver-
teilung in der Arbeitswelt nicht angewendet: Sie ist viel zu ineffektiv. Wenn 30 Leute
eine Stunde lang auf eine Arbeitsanweisung warten miissen, sie dabei nicht arbeiten,
aber trotzdem bezahlt werden miissen, schmeif3t ein Unternehmen eine Menge Geld
zum Fenster heraus. Komischerweise leisten wir uns solche Methoden in unserem
steuerfinanzierten Bildungssystem.

4.2.3 Ineffektive Methode, Gleichsetzungsverfahren

Wie ineffektiv diese Unterrichtsmethode ist, konnen wir uns mal an einem Beispiel
ansehen: Es geht um das Gleichssetzungsverfahren zum Losen linearer Gleichungs-
systeme mit zwei Variablen und zwei Gleichungen. Gehen wir von der iiblichen Vor-
aussetzung aus, dass Schiiler das Losen linearer Gleichungen mit einer Variablen
beherrschen, braucht es nun noch folgende Informationen, um die reine Ausfiihrung
des Gleichsetzungsverfahrens zu verstehen:

Gegeben sei dieses Gleichungssystem:

2x+y = x+5
—x+2y = “2x+y+1
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Wir formen beide Gleichungen nach y um - was nichts neues ist, da Schiiler lineare
Gleichungen bereits umformen kdnnen.

y = —x+5
y = x—1
Durch das Gleichsetzen beider rechter Seiten entsteht die Gleichung
—x+5=x-1
Das fiihrt zu
x=3,

was nicht neu ist, da die Schiiler das Umformen linearer Gleichungen ja bereits be-
herrschen. Nun wird fiir x in eine der Ausgangsgleichungen 3 eingesetzt, wodurch z.
B. diese Gleichung entsteht

2:34+y=3+5

Das fiihrt zu einer linearen Gleichung mit einer Variablen, die man wie gewohnt
16sen kann.

y=2

Damit ist die Losungsmenge bekannt und das Gleichungssystem ist gelost.
Die beiden neuen Informationen sind:

e dass die rechten Seiten zweier Gleichungen gleichgesetzt werden und
e dass man die Losung der einen Gleichung in die andere Gleichung einsetzt.

Um diese Informationen zu vermitteln, braucht man 2 - 5 Minuten. Im Schulun-
terricht braucht man erfahrungsgemif3 gerne mal eine ganze Unterrichtsstunde dazu.

4.2.4 Schiiler nehmen wenig mit

In meinem Nachhilfeunterricht erlebe ich immer wieder Schiiler, die nach einer Wo-
che Matheunterricht eigentlich nichts vorweisen konnen und aus dem Unterricht
auch nichts an Erkenntnissen mitgenommen haben. Wenn ich die Schiiler dann bitte,
doch in der nichsten Woche das Unterrichtsgeschehen wenigstens in Stichworten zu
protokollieren, sagen sie mir meist, sie seien gehalten, nicht mitzuschreiben, damit
sie besser zuhoren konnen. Dieses Zuhoren hat dann den Effekt, dass sie mir noch
nicht einmal sagen kdnnen, welches Thema behandelt wird.

Unabhingig davon, wer an dieser Ineffizienz schuld ist, wére es doch ein Leich-
tes, fiir irgendein nachvollziehbares Material zu sorgen: eine Datei mit den Lehrin-
halten, ein Stundenprotokoll, ein Heftaufschrieb, etc.
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4.2.5 Du sollst nicht lernen!

Wenn Schiiler Lehrmaterialien in digitaler Form erhalten, dann oft nur fiir die nich-
sten ein bis zwei Unterrichtsstunden. Die Begriindung der Lehrer: Wenn Schiiler
nicht ,,Vorlernen* konnen, sind alle auf dem gleichen Wissensstand und das Unter-
richtsgespréch ist homogener. Das muss man sich mal vorstellen! Damit das fragend-
entwickelnde Unterrichtsgesprich stattfinden kann, sehen es Lehrer als ihre Aufgabe
an, an Mathematik interessierte Schiiler vom Lernen abzuhalten!

Dass das auch anders geht, kann man in den USA beobachten: Sobald Schiiler
selbststdndig genug sind, wird von ihnen eine eingehende Unterrichtsvorbereitung
erwartet, damit sie vorteilhaft am Unterrichtsgeschehen teilnehmen konnen. Aufer-
dem haben sie auch Lehrmaterialien, wie z. B. Schulbiicher, in denen mathematische
Zusammenhinge dargestellt und erklidrt werden und in denen sich durchgerechnete
Beispielaufgaben sowie Ubungsaufgaben mit vollstindigen Losungswegen befinden.

Es gibt noch weitere Nachteile des fragend-entwickelnden Unterrichtsgesprichs:

e Da der Lehrer die Antworten auf seine Fragen bereits kennt, steht er immer
eine Stufe hoher als der Schiiler. Ein Lernpartner kann ein Lehrer mit dieser
Methode nicht sein.

e Ein Schiiler kann das Unterrichtsgeschehen nicht an das eigene Lerntempo an-
passen.

e Man kann bei diesem Unterrichtstil als Schiiler schnell den Faden verlieren,
weil ja einem die ganze Zeit nicht klar ist, worauf der Lehrer hinaus mochte.
Jeder Schiiler muss sehr genau zuhoren, wenn ein anderer Schiiler etwas sagt,
denn das konnte der richtige Vorschlag sein. Meistens ist es aber nicht der
richtige Vorschlag, und dann muss man den ganz schnell wieder vergessen,
damit man den Kopf fiir den richtigen Vorschlag frei hat, der vielleicht auf
dem Fuf3e folgt. Wenn die Ergebnisse dann nicht zusammengefasst werden,
gibt es letztlich keine einzige Erklarung. Trotzdem wird vom Schiiler erwartet,
alles verstanden zu haben. Er sucht dann moglicherweise in den vom Lehrer
gestellten Fragen die Erkldrung und findet keine.

e Introvertierte Menschen haben grofiere Schwierigkeiten vor anderen Menschen
zu sprechen als extrovertierte. Es sollten ja auch Methodenwechsel im Unter-
richt stattfinden, damit sich die Vor- und Nachteile, die in den verschiedenen
Lerntypen begriindet sind, auf alle Schiiler gleichmifig verteilen.

e Manche Menschen brauchen Ruhe, um Mathematik lernen zu konnen. Ein Ver-
stehen wihrend des Unterrichtsgesprichs ist fiir sie kaum moglich.

e Gerade Schiiler, die sich fiir Mathematik interessieren, nervt es oft besonders,
lange auf die Losung eines Problems warten zu miissen.

Das fragend-entwickelnde Unterrichtsgesprich wird es in Zukunft vermutlich
nicht mehr geben, weil Schiiler die Fragen des Lehrers wihrend des Unterrichts in
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eine KI eingeben kénnen und dann einfach die Antworten vorlesen kdnnen, die der
Lehrer horen mochte.

4.2.6 Was man tun kann

% Sich die Situation bewusst machen: Wenn man weif}, dass es viele Frustquel-
len gibt, muss man sich nicht auch noch schlecht vorkommen, wenn man den
Unterricht frustrierend findet. Meistens sagt man ja Schiilern, sie sollten sich
mehr beteiligen und wenn sie es nicht machen, seien sie faul. Vielleicht sind
sie aber nicht faul, sondern einfach nur frustriert. Es ist in Ordnung, wenn man
vor der Klasse nicht bloBgestellt werden mochte.

% Sich wihrend des Unterrichts Notizen machen oder - falls das nicht moglich
oder verboten ist - dies moglichst zeitnah nachholen.

% Jede Unterrichtsstunde nacharbeiten: Was genau war der Lehrinhalt? Was habe
ich verstanden? Was habe ich nicht verstanden?

% Wenn zu einer Unterrichtsstunde noch Fragen offen sind: Diese Fragen ausar-
beiten und in der nichsten Unterrichtstunde stellen. Es fillt Schiilern oft leich-
ter, eine vorformulierte Frage zu stellen, als sich spontan zu duf3ern.

% Anhand des Lehrbuchs oder der ausgegebenen Lehrmaterialien Schulstunden
vorbereiten, d. h. sich mit dem Lehrstoff auseinandersetzen und Fragen dazu
vorbereiten.

% Wenn die Teilnahme am Unterrichtsgesprich schwer fillt: Andere miindliche
Beteiligungsmoglichkeiten nutzen (Hausaufgaben vorlesen, Referate halten,
etc.) oder andere Prisentationsformen nutzen (schriftliche Beitridge online stel-
len, Videos erstellen, etc.)

% Wenn man unfreiwillig drangenommen wird und sich nicht wegen eines falschen
Ergebnisses blamieren méchte, kann man sein Ergebnis erldutern. Z. B.: ,,Ich
habe mir ... iiberlegt, habe dann ... gerechnet und es ist ... herausgekommen.*
Selbst wenn das Ergebnis falsch sein sollte, ist es nicht falsch, sich etwas liber-
legt und etwas gerechnet zu haben.



Kapitel 5

In Mathe bekommt man Aufgaben

Die Aufgaben in der Schulmathematik sind eine Heimsuchung. Sie sind iiberall,
man kann ihnen nicht entkommen. Sobald man einen klaren Gedanken fassen moch-
te, kommt schon die ndchste Aufgabe um die Ecke. Im Unterricht bekommt man
Aufgaben oder es werden Aufgaben besprochen; im Schulbuch stehen nur Aufga-
ben; falls der Lehrer mal nicht da ist, vergibt er Aufgaben; man bekommt Hausauf-
gaben; in Klassenarbeiten bekommt man Aufgaben und wenn man als besonderes
Mathematik-Talent gilt, bekommt man Knobelaufgaben. Dass man in Mathe Auf-
gaben bekommt, hat sich bei manchen Menschen schon so sehr eingebrannt, dass
sie glauben, Mathematik sei die Wissenschaft vom Aufgabenlosen. Schiiler glau-
ben das sowieso, weil sie ja immer Aufgaben im Matheunterricht bekommen. Aber
auch Lehrer sind von diesem Vorurteil nicht ausgenommen: Ich habe immer wieder
versucht, mit Lehrern dariiber zu sprechen, wie sie z. B. das Distributivgesetz oder
die binomischen Formeln begriinden. Sie sagten mir dann, welche Aufgaben sie den
Schiilern geben. Meine Frage, wie sie denn unabhiingig von Aufgaben diese Formeln
begriinden, wurde in der Regel nicht verstanden.

Mittlerweile glauben sogar Chatbots, Mathematik bestehe aus Aufgaben. Ich ha-
be mal gefragt, welche Fragen man sich stellen konne, um Mathematik zu verstehen.
Darauthin habe ich nur Fragen angezeigt bekommen, die dabei helfen, Aufgaben zu
I6sen. Da die Mathematik nicht aus Aufgaben, sondern im Wesentlichen aus Defi-
nitionen, Sitzen und Beweisen und deren Verstindnis besteht, sieht man auch aus
dieser Perspektive, dass der ,,Mathematik*“-Unterricht in der Schule nicht viel mit
Mathematik zu tun hat. Hat man also eine schlechte Note in Mathe, bedeutet das,
dass man bestimmte mehr oder weniger sinnvolle Aufgaben zu einem bestimmten
Zeitpunkt in einer bestimmten Zeit nicht vollstdndig 16sen konnte. Ob man Mathe-
matik verstanden hat, sagt die Note nicht. Und selbstverstdndlich sagt sie auch nichts
dariiber aus, wie schlau man ist.

47
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5.1 Ohne Aufgabe kein Lernen?

Warum entgegen der Wesensart der Mathematik der Schulunterricht so ostentativ nur
aus Aufgaben besteht, wird in der Didaktik mit der Behauptung erklért, ein Mensch
konne nichts lernen, wenn er keine Schwierigkeit zu iiberwinden habe. Deshalb diir-
fe neuer Lehrstoff wie z. B. ein Gesetz oder ein Lehrsatz einem Schiiler nicht einfach
bekannt gegeben werden, sondern der Schiiler muss sich die neuen mathematischen
Zusammenhinge durch geschickt vom Lehrer lancierte Probleme selbst erdenken. Es
fragt sich dann nur, wie frithere Generationen von Schiilern, als in Lehrbiichern noch
Lehrsitze mit Beweisen und Aufgaben mit Losungen standen und als das Leistungs-
niveau weitaus hoher war als heute, iiberhaupt jemals etwas gelernt haben. Aufler-
dem miisste geklart werden, wie Schiiler in anderen Fichern etwas lernen konnen:
In der Physik werden doch auch Zusammenhiénge dargestellt, bevor Schiiler Auf-
gaben rechnen und in den Fremdsprachen miissen Schiiler auch nicht selbst auf die
Grammatik-Regeln kommen, sondern sie werden ihnen einfach mitgeteilt.

5.2 Demotivierende Aufgaben

Die Aufgaben, die einem Schiiler gestellt werden, haben fast immer ein eindeuti-
ges Ergebnis, welches dem Lehrer schon bekannt ist. Fiir Schiiler fiihlt es sich oft
merkwiirdig an, einem Menschen Fragen zu beantworten, deren Antworten er be-
reits kennt.

Schiiler sollen durch Aufgaben motiviert werden, etwas zu lernen. Aber warum
Schiiler motiviert sein sollten, Probleme zu 16sen, die sie ohne den Matheunterricht
nicht hitten, erschlie3t sich ihnen meist nicht.

Wiirden Aufgaben so gestellt werden, dass Schiiler sie 16sen konnen, hétten sie
zwar ein Erfolgserlebnis, aber dann lernen sie ja angeblich nichts. Die Aufgaben, an
denen Schiiler neuen Lehrstoff lernen sollen, werden also so gestellt, dass Schiiler
sie nicht oder zumindest nicht ohne Probleme 16sen konnen. Deshalb sind solche
Aufgaben meist mit einem Frusterlebnis verbunden. Kaum ein Schiiler wird sich
freiwillig immer wieder solchen demotivierenden Erlebnissen aussetzen.

Hinzu kommt noch, dass der Schiiler auch dann nichts erreichen kann, wenn er
die richtige Losung hinschreibt. Denn erstens hat der Lehrer die richtige Losung
erwartet, weshalb diese also nichts Besonderes ist. Und zweitens kann der Schiiler
nichts Eigenstindiges hervorbringen, da der Lehrer die Lésung ohnehin schon kennt.

5.3 Etwas ausprobieren

Es gibt eine sehr einfache Moglichkeit, diese Problematik zu vermeiden, die sofort
zur Verfiigung steht und die kein Geld kostet. Betrachten wir dazu das Distributivge-
setz:

a-(b+c)=a-b+a-c
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Die Aussage des Gesetzes ist: Wenn man die Variablen durch Zahlen ersetzt, kommt
auf beiden Seiten der Gleichung das gleiche Ergebnis heraus.

Der Lehrer konnte nun seine Schiiler bitten, einfach mal Zahlen einzusetzen und
etwas auszuprobieren, um zu entdecken, was dabei herauskommt. Gibt es Zahlen,
die einfacher sind als andere? Gibt es Zahlen, die man nicht einsetzen kann? Muss
man dabei noch etwas beachten? Was passiert, wenn man die Variablen nicht durch
Zahlen, sondern gleich durch ganze Terme ersetzt. Stimmen die Ergebnisse dann
immer noch iiberein? Wenn ja: warum? Wenn nein: Warum nicht?

5.3.1 Umkehrung der emotionalen Bewertung

Auch mit dieser Aufgabe und diesen Fragen wird das Gehirn des Schiilers in Schwie-
rigkeiten geraten, denn er probiert ja etwas aus, was er noch nie vorher gesehen hat.
Die gefiihlsméBige Bewertung ist nun aber genau umgekehrt! Werden erst die Zahlen
1, 2 und 3 eingesetzt, dann die Zahlen 1, 2 und 4 eingesetzt usw. tritt vermutlich kei-
ne Schwierigkeit auf. Das ist langweilig und wird somit emotional negativ bewertet.
Interessant wird es erst, wenn Schwierigkeiten auftreten und diese zu iiberwinden
sind: Was passiert, wenn man 0 einsetzt? Kommt dann Quatsch heraus? Oder was ist
mit negativen Zahlen? Braucht man dann zusétzliche Klammern? Und was kommt
heraus, wenn man zwei negative Zahlen multipliziert? Nur wenn man ,,Minus mal
Minus ist Plus* beachtet, kommt auf beiden Seiten das gleiche heraus. Ist das nicht
komisch?

Gerade der letzte Punkt fiihrt zu einer der ikonischsten Fragen, wenn es um das
Verstindnis von Mathematik geht: Warum ist Minus mal Minus gleich Plus? Es ist
ein riesengrofier Erfolg, von einem etwas drogen Rechengesetz auszugehen und dann
auf so eine beriithmte Frage zu stoB3en.

Es gibt immer wieder Moglichkeiten, Schiiler im Unterricht etwas ausprobie-
ren zu lassen, um ihnen die Freude am Entdecken von Mathematik zu ermoglichen.
Wichtig dabei ist, dass die gestellten Aufgaben nicht letztlich doch zu einer bestimm-
ten Losung fiihren sollen, die der Lehrer sehen méchte und schon vorher kennt.

Und noch eine weitere Erkenntnis kann sich Bahn brechen, wenn man etwas aus-
probiert: Eine Formel gilt tatsichlich fiir alle (unendlich vielen) Zahlen, auch wenn
das viel mehr Zahlen sind, als man ausprobieren kann. Aber gerade wenn man eine
Formel mit langweiligen Zahlen testet, bemerkt man (auch gefithlsméBig) die Syste-
matik, die zur Erkenntnis fiihrt, dass das Einsetzen weiterer Zahlen die Lage nicht
grundsétzlich @ndern wird.

5.4 Sinnvolle Aufgaben

In der Mathematik gibt es grundsitzlich zwei unterschiedliche Aufgabentypen:
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5.4.1 Fertigkeiten

1) Aufgaben, die fiir die Geldufigkeit der Anwendung von Rechengesetzen dienen
und auch kurz als Routineaufgaben bezeichnet werden. Damit trainiert man Fer-
tigkeiten wie Kopfrechnen, Bruchrechnung, Termumformungen, Aquivalenzumfor-
mungen, das Ableiten und das Integrieren.

Das ist in vielen anderen Bereichen auch so: Beim Ballett macht man seine Pliés
an der Stange, beim Klavierspielen lernt man die Fingerfertigkeit mit Etiiden und als
Zeichner fiihrt man tiglich sein Skizzenbuch.

Fiir solche Aufgaben gilt: So hiufig wie moglich - so lange wie notig. Es bringt
viel mehr, jeden Tag 10 Minuten zu iiben statt einmal in der Woche 3 Stunden.

In der Mathematik erledigt man Routineaufgaben in der Regel in Einzelarbeit und
mit vorliegenden ausfiihrlichen Lésungen. Nur selten wird man jemanden wegen der
Klédrung von Problemen fragen miissen.

Es ist fast schon miifig, zu erwihnen, dass kaum ein Schiiler {iber eine tdgliche
(oder zumindest regelmiBige) Ubungsroutine verfiigt, weil es von Lehrern norma-
lerweise nicht gefordert wird. Verstindlicherweise empfinden Schiiler mit den Jah-
ren Mathematik als immer schwieriger, weil fiir komplexe Aufgaben immer mehr
Grundfertigkeiten vorausgesetzt werden, die aber aufgrund der mangelnden Ubung
nicht vorhanden sind.

5.4.2 Kompetenzen

2) Aufgaben, mit denen Kompetenzen aufgebaut werden sollen. Kompetenzen sind
komplexer als Fertigkeiten. Sie umfassen das Zusammenfiihren von Fertigkeiten,
Wissen, sozialen Interaktionen und personlichen Einstellungen.

Schauen wir uns dazu mal eine Altersaufgabe an: Maria ist 24 Jahre alt. Wie alt
ist Anna, wenn Maria doppelt so alt ist, wie Anna war, als Maria so alt war, wie
Anna heute ist? Ich habe mit vielen Schiilern iiber den Sinn dieser und dhnlicher
Aufgaben gesprochen, aber kein Mensch konnte mir erklidren, warum er das macht.
Scheinbar wird im Schulunterricht nicht geniigend darauf hingewiesen. Unter diesen
Umsténden kann es sehr schwer sein, solche Aufgaben ohne Frust zu bearbeiten.

Es hilft dann sehr, wenn es einem vom Charakter her leicht fillt, einfach das zu
machen, was andere Leute einem sagen. Aber gerade Menschen, die sich fiir Ma-
thematik interessieren konnten, die also gerne nach dem ,,Warum?* fragen und dafiir
brennen, abstrakte Zusammenhénge von Grund auf zu verstehen, werden dadurch ab-
geschreckt. Um im Mathematikunterricht erfolgreich zu sein, muss man also genau
das Gegenteil dessen tun, wofiir Mathematik steht: fiir das Fragen nach den Griinden,
den Zusammenhéngen und den Beweisen.

5.4.3 Sinnvolle Moglichkeiten fiir Anna und Maria

Was konnte nun an dieser Aufgabe sinnvoll sein? Da gibt es mehrere Moglichkeiten:
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1) Von der Balkenwaage zum Lebensalter Diese Aufgabe kann mit Gleichungen ge-
16st werden. Das kann man faszinierend finden, weil die Gleichungen und ihre (Aqui-
valenz-) Umformungen vermutlich in einem vollig anderen Zusammenhang einge-
fiihrt und besprochen wurden. Meistens zeigt man die Richtigkeit der Umformungen
mit einer Balkenwaage. Und nun konnen wir die mathematischen Strukturen, die
sich in einer Balkenwaage befinden, auf die Lebensalter zweier Menschen anwen-
den und damit auch noch richtige Ergebnisse erzielen! So konnen wir Zusammen-
hinge erkennen, die uns ohne die Gleichungslehre verborgen geblieben wiren. Auf
einen solchen Zusammenhang wird im Schulunterricht normalerweise nicht hinge-
wiesen. Aber solche Zusammenhénge sind diejenigen, die Menschen, die sich fiir
Mathematik interessieren, faszinierend finden. Aber vielleicht geht das auch zu sehr
in die Richtung: Herr Lehrer, warum machen wir eigentlich diese Aufgabe? Sol-
che Fragen mogen Lehrer iiberhaupt nicht (siehe dazu den Abschnitt ,,Aggressive
Scheindiskussion®). Auf der anderen Seite ist der angedeutete Zusammenhang einer,
der mit Kompetenzen nichts zu tun hat und deshalb in deutschen Schulen auch nicht
unterrichtet werden soll.

2) Gleichungen liefern Informationen AuBerdem liefern uns Gleichungen mit ihren
Losungsmengen Informationen, die wir meistens zwar auch anders, aber dann nur
mit einem erheblich groferen Aufwand beschaffen konnten. Z. B. kénnen wir mit
den Richtungen und den Geschwindigkeiten zweier Schiffe mit Hilfe von Gleichun-
gen ausrechnen, ob die Schiffe zusammenstoBBen. Gut, man konnte das auch einfach
ausprobieren. Das konnte dann aber sehr teuer werden. Im Fall der Altersaufgabe
konnte man schriftlich etwas ausprobieren. Das ist dann nicht so gefdhrlich, dauert
aber immer noch ldnger, als wenn man es mit einer Gleichung macht. Auch das ist
ein Zusammenhang, auf den in der Schule normalerweise nicht hingewiesen wird.

3) Sichere Informationen Die Ergebnisse, die mit Gleichungssumformungen erzielt
werden, sind extrem verldsslich. Man stelle sich das ruhig mal bildlich vor: Da steht
ein Kapitidn auf seiner Kommandobriicke, kritzelt ein paar Gleichungen auf einen
Zettel und spricht dann zur Besatzung: ,,Wir halten Kurs! Denn wie ich ausgerech-
net habe, stofen wir mit dem anderen Schiff nicht zusammen.” Dieser Kapitén ist
von seinen Gleichungen so iiberzeugt, dass er ihnen sogar seine Passagiere, seine
Mannschaft und sein Schiff ,,anvertraut!* So etwas kann man faszinierend finden.
Menschen, die sich fiir Mathematik interessieren, konnen an dieser Stelle weiterfra-
gen: Warum kann man sich so sehr auf die Ergebnisse der Mathematik verlassen?
Aber solche Zusammenhinge sollen nicht unterrichtet werden.

4) Eine oder zwei Gleichungen? Die Altersaufgabe lédsst sich mit einem linearen
Gleichungssystem mit zwei Variablen und zwei Gleichungen I6sen. Man kann die
Aufgabe aber auch nur mit einer einzigen Gleichung 16sen. Daraus ergeben sich vie-
le Fragen, die durchaus spannend sein konnen: Warum ist das bei dieser Aufgabe so?
Gibt es weitere Aufgaben, fiir die das auch gilt? Welche Aufgaben sind das, fiir die
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das gilt? Kann man die beschreiben? Wie sind andere Aufgaben beschaffen, die man
entweder nur mit einem Gleichungssystem oder nur mit einer einzigen Gleichung 16-
sen kann? Und weil die Losung mit einer Gleichung meist als einfacher empfunden
wird als die Losung mit dem Gleichungssystem: Kann man aus einem Gleichungs-
system immer auch eine einzige Gleichung machen oder umgekehrt? Nun, das sind
alles Fragen, die mit Mathematik zu tun haben, die aber im Schulunterricht eigentlich
nie eine Rolle spielen.

5) Methoden testen und trainieren Gerade weil sich diese Aufgabe im ersten Mo-
ment moglicherweise etwas verwirrend anhort, bietet sie eine gute Gelegenheit, die
eigenen Problemlosefidhigkeiten zu trainieren. Man sollte freilich, bevor man sich
mit einer solchen Aufgabe beschiftigt, schon einige Problemlosemethoden beherr-
schen und sie auch erinnern und benennen kdnnen. Kann man mit dieser Aufgabe die
eigenen Problemlosefdhigkeiten erweitern und zwar weil die Aufgabe so verwirrend
formuliert ist, kann die Bearbeitung der Aufgabe sogar richtig Spa3 machen. Das
kommt aber im Schulunterricht nicht vor, weil dort nicht systematisch und fiir den
Schiiler nachvollziehbar an Problemlosemethoden gearbeitet wird. Ich habe person-
lich noch keinen Schiiler getroffen, der mir auf Nachfrage die Methoden aufzihlen
konnte, die er beherrscht.

Um es ganz deutlich zu machen: Wenn wir den Fokus des Aufgabenlosens vom
Hinschreiben der richtigen Losung verschieben wiirden zum testen und trainieren
von Problemldsemethoden, wiren wir auf einen Schlag sehr viele Probleme im Ma-
theunterricht los. Diese Umorientierung lésst sich sofort durchfiihren und kostet kein
Geld.

6) Warum so kompliziert? Man kann sich fragen: Warum klingt diese Aufgabe so
komisch? Kann ich sie mit meinen bisherigen Methoden 16sen? Wenn nein: Warum
nicht? Klingt die Aufgabe nur deshalb so anders, weil sie - vielleicht mit Boswillig-
keit - extra so kompliziert formuliert wurde oder steckt da vielleicht ein mathemati-
scher Zusammenhang hinter, den man nicht einfacher formulieren kann? Man kann
hier viel an der Sprachfihigkeit arbeiten (Stichwort: sprachbildender Mathematik-
unterricht). Wenn man das verniinftig kommuniziert, hat man einen ganz anderen
Sinnzusammenhang, als nur eine Aufgabe, die von Schiilern als absichtlich verwir-
rend formuliert empfunden wird.

7) Wissenschaftliche Methode Wir haben hier eine Schlussweise, wie sie in der Wis-
senschaft oft vorkommt: Man hat einen einzigen Wert gegeben (das Alter von Ma-
ria) und hat ansonsten nur noch Informationen iiber Verhiltnisse von Grofen, iiber
Prozesse etc. Aus dieser Ausgangslage kann man mit Hilfe der Mathematik weitere
Daten gewinnen. Ein solches Verfahren wird bei der Altersbestimmung mit der C14-
Datierung angewendet - wenn man diese Methode zugegebenermal3en etwas verein-
fachend betrachten mochte. Man gribt also einen Knochen aus und hat als einzigen
Wert die Konzentration von C14 im Fundstiick. Weil man den Prozess, mit dem C14
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zerfillt, gut genug kennt, kann man nun auf das Alter des Knochens schlieen und
weill dann z. B., dass dieser Knochen 40 000 Jahre alt ist. Die Altersbestimmung von
Maria ist quasi die Vorstufe davon.

8) Verhiltnis und Abstand Es gibt noch etwas, was man hier lernen kann: Den Un-
terschied zwischen dem Abstand zweier Zahlen (oder Groen) und dem Verhiltnis
zweier Zahlen (oder Grofien). Das geht deshalb, weil die Losung der Altersaufga-
be damit zu tun hat, diesen Unterschied zu erkennen, denn aus dem Aufgabentext
geht hervor, wie sich die Altersverhiltnisse im Laufe der Zeit dndern und wir das
Alter von Maria finden, in dem wir die konstante Altersdifferenz gleich x setzen.
Ein Beispiel: Schauen wir uns mal die 5 und die 1 an. Der Abstand beider Zahlen
ist 5—1 =4 und 5 ist fiinfinal Groler als 1. Addieren wir zu beiden Zahlen 1 hinzu,
verdndert sich das Verhiltnis, aber nicht der Abstand: Der Abstand ist 6 —2 = 4, aber
6 ist nur noch dreimal so grofl wie 2. Wachsen beide Zahlen um 2, ist der Abstand
immer noch gleich 4, denn 8 —4 = 4, aber 8 ist ,,nur noch* doppelt so grofl wie 4.

Abb. 5.1 Abstand und Verhiiltnis

Einen solchen oder dhnlichen Zusammenhang finden wir in vielen Bereichen des
Lebens wieder. Siehe dazu z. B. den Abschnitt ,,Pupsende Kiihe*. Ein anderes Bei-
spiel: In den Nachrichten konnen wir Meldungen finden wie: ,,Die Wirtschaftslei-
stung von Land A ist um 2% gestiegen und die von Land B um 20%.“ Um eine
solche Aussage richtig einordnen zu konnen ist es wichtig zu bemerken, dass hier
zwei Verhiltnisangaben der Wirtschaftsleistungen zweier (vermutlich) unterschied-
licher Léander vorliegen, die nichts iiber die absoluten Zahlen aussagen. Ist 20% mehr
als 2%? Nicht unbedingt! Wenn die Grundgesamtheit, die um 20% wichst, viel klei-
ner ist als die, die um 2% wiéchst, kann - in absoluten Zahlen angegeben - 2% groer
sein als 20%. Z. B. sind 2% der Wirtschaftsleistung der USA groBer als 20% der
Wirtschaftsleistung von Tuvalu. Das wire etwas fiir eine Folgeaufgabe zu dieser Al-
tersaufgabe.
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Da es hier um Wirtschaftsleistungen geht, ist sicher auch noch interessant, von
welchem Niveau aus das Wachstum stattfindet. Wenn die Wirtschaft der Schweiz um
20% wachsen wiirde, hitte das fiir die Biirger sicher ganz andere Auswirkungen als
wenn das auf die Wirtschaft von Burundi zutreffen wiirde.

Anna und Maria in der Schule Soweit mir bekannt ist, findet keine der acht genann-
ten Moglichkeiten in der Schule statt. Meistens geht es nach dem Aufschrieb des
Gleichungssystems und dessen Losung weiter zu ndchsten Aufgabe. Eine Reflexion
oder Analyse der Losungsfindung findet in der Regel nicht statt. Vielleicht ist es dann
kein Wunder, wenn man Mathe nicht versteht.

5.5 Aufgaben, die Angst machen

5.5.1 Klein-klein-Aufgaben, Angst, Vergessen

Die Ausrichtung auf Aufgaben, die ein bestimmtes Ergebnis haben, macht einfach
sehr viel kaputt. Man hat immer Angst, etwas falsch zu machen. Ein GroBteil der
Mathe-Angst kommt von diesen Aufgaben. Schiiler lernen schnell, wie sie vermeint-
lich am effektivsten mit solchen Aufgaben umgehen: Losungsschemata auswendig
lernen. Jedes individuelle oder tiefere Verstindnis wird dadurch verhindert. Ich weif3
gar nicht, wie viele Beweise man noch braucht, damit Politiker begreifen, wie inef-
fektiv diese Ausrichtung auf Klein-Klein-Aufgaben ist. Sobald ein Mensch die Schu-
le verldsst, hat er den GroBteil der auswendig gelernten Losungsschemata wieder
vergessen. Durch solche Aufgaben entsteht Mathe-Angst. Diese Aufgaben werden
aktiv gestellt und somit wird Mathe-Angst aktiv erzeugt und damit Verstdndnis aktiv
verhindert.

Wenn ich Eltern frage, woran sie sich als erstes erinnern, wenn sie an ihren Ma-
theunterricht denken, sagen sie meist: Vorne an der Tafel zu stehen und etwas falsch
zu rechnen.

Das Phianomen der Mathe-Angst ist im englischen Sprachraum bekannt als ,,math
anxiety*“. Aber woher kommt das? Warum ist das auf das Fach Mathematik be-
schriankt? Warum gibt es keine Erdkunde-Angst?

Ein Teil der Probleme ist im Abschnitt ,,Frustrierender Unterricht* dargestellt.
Dort geht es um die peinliche Situation, vor seinen Mitschiilern im Unterrichtsge-
sprich eine falsche Antwort zu geben. Das Problem fangt aber schon vorher an: Es
beginnt mit den geschlossenen Aufgaben - also Aufgaben, die eine eindeutige Lo-
sung haben, im Gegensatz zu offenen Aufgaben, bei denen das nicht so ist und auch
im Gegensatz zu gestalterischen oder kreativen Aufgaben.

Beispiele fiir geschlossene Aufgaben sind:

e Berechne 58 +27. Die einzige richtige Losung ist die Zahl 85.

e Bestimme die Losungsmenge von x> 4 x — 6 = 0. Die einzige richtige Antwort
ist L ={-3;2}.
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Eine geschlossene Aufgabe beinhaltet immer die Mdoglichkeit, eine falsche Lo-
sung anzugeben. Und eine falsche Losung erzeugt ein Misserfolgserlebnis. Niemand
mochte das erleben; niemand macht gerne Fehler. Hangt von solchen Fehlern dann
noch die miindliche Note ab oder die Versetzung oder sogar die Berufswahl, kann
ein enormer Druck entstehen, der sich bis zu einer Mathe-Angst auswachsen kann.
Mit offenen oder gestalterischen Aufgaben passiert das viel weniger oder gar nicht.
Eine Deutsch-Angst gibt es ja auch nicht, denn in diesem Fach werden keine Auf-
gaben gestellt, die nur eine einzige richtige Losung haben (aufer vielleicht in einem
Grammatik- oder Rechtschreib-Test).

5.5.2 Angst ist gut - aber nicht fiir Mathe

Angst ist eine sehr sinnvolle Reaktion des Menschen. Sie ermdglicht es dem Men-
schen, angesichts einer Gefahr fiir Leib und Leben entweder besonders gut kimpfen
oder besonders gut wegrennen zu kénnen - und sie verhindert das abwigende, ratio-
nale Denken, welches z. B. fiir das Losen einer quadratischen Gleichung notig ist.
Deshalb erbringen Menschen unter Druck viel schlechtere Mathematik-Leistungen
als in unbelasteten Situationen.

Noch unbefriedigender wird die Situation fiir Schiiler durch die Tatsache, dass der
Lehrer die Losungen der Aufgaben, die er stellt, ohnehin schon kennt. Dadurch ist
der Lehrer immer in der iiberlegenen Position und kann so niemals gleichberechtigter
Partner des Schiilers sein. Aulerdem kann der Schiiler nicht iiber den Tellerrand des
Lehrer hinauskommen. Der Schiiler kann zu diesen Aufgaben keine eigenen Gedan-
ken entwickeln, er kann keine eigenen Wege gehen und schon gar nicht den Lehrer
,,iberholen®, im Sinne von: dem Lehrer etwas mitteilen, was dieser noch nicht weif3.
Selbstwirksamkeit sieht anders aus. Solche Aufgaben halten Schiiler klein und ma-
chen immer wieder deutlich, dass es im Mathe-Unterricht eben nicht um den Schiiler
als Person geht, sondern nur um ein Reiz-Reaktions-Schema, welches der Schiiler
nachmachen soll. Eine Botschaft des Lehrer an den Schiiler ist also: Ich interessiere
mich nicht fiir dich, sondern nur fiir das Ergebnis. Vielleicht fiihlen sich auch deshalb
manche Schiiler im Unterricht nicht ,,mitgenommen*.

In der Erwachsenenwelt ist eine solche Situation undenkbar: Angenommen, wir
redeten mit einem Menschen, die nicht nur alles wiisste, sondern sogar alles besser
wiisste, der uns immer wieder sagte, wir machten etwas falsch, der uns sténdig kor-
rigierte und mit dem wir auch gar nicht frei reden diirften, weil wir ndamlich nur auf
die Fragen, die er uns stellte, antworten diirften und unsere Meinung dazu vollig egal
wire. Wie lange setzten wir ein solches ,,Gesprach* freiwillig fort?

5.5.3 Was man tun kann

% Sich auf das positive konzentrieren: Wenn ein Rechenverfahren, welches Er-
gebnisse produziert, die richtig oder falsch sein konnen, eingeiibt werden soll,
muss das nicht schlecht sein. Es kann auch ein Erfolgserlebnis sein, ein Re-
chenverfahren fehlerfrei zu beherrschen.
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% Positive Fehlerkultur einiiben: Fehler sind dafiir da, um aus ihnen zu lernen.
Hat man einen Fehler gemacht, kann man sich fragen: Was weif} ich jetzt, was
ich vorher nicht wusste? Wie kann ich vermeiden, diesen Fehler nochmal zu
machen? Welche Fehler haben meine Mitschiiler gemacht, aus denen ich ler-
nen kann? (Getreu nach dem Spruch: ,,Der Schlaue lernt aus allem und von
jedem.*)

% Fehleranalyse durchfiihren: Woran hat es gelegen? War es ein Fliichtigkeitsfeh-
ler? (Dann konnte man Mechanismen einbauen, die helfen, Fliichtigkeit nicht
aufkommen zu lassen.) Habe ich eine Liicke im bisherigen Lehrstoff? (Dann
kann man den entsprechenden Lehrstoff erneut iiben.)

% Sich bewusst machen, was man {iiber dieses Thema schon alles gelernt hat.
Dazu kann man sich fragen: Wie habe ich die bisherigen Schwierigkeiten, die
bei diesem Thema auftauchten, iiberwunden? Mit welcher Methode habe ich
dieses Thema bisher am erfolgreichsten gelernt?

% Gleich weiter lernen: Ubt man das weiter ein, was man schon kann, verhindert
man, dass der aktuelle Frust sich negativ auf das bereits Verstandene auswirkt
und man verstérkt bisherige Erfolgserlebnisse.

% Fehler suchen statt Fehler vermeiden: Hat man z. B. das Thema ,,Quadratische
Gleichungen®, kann man sich direkt am Anfang fragen, wie eine quadratische
Gleichung aussehen konnte, mit der man wohl Schwierigkeiten hitte. Wenn
vor dem x> noch eine Zahl steht? Wenn auf beiden Seiten der Gleichung das
x? steht? Es ist viel einfacher, den Lehrer um Rat zu fragen, bevor ein Fehler
auftritt als danach.

5.6 Neues Thema - neue Aufgabe

Wird ein neues Thema im Matheunterricht behandelt, stellen viele Menschen sich
das so vor, dass die Lehrperson das neue Verfahren, den neuen Lehrsatz, etc. vor
der Klasse erklart und die Schiiler danach Aufgaben dazu rechnen, um die Leh-
rinhalte zu verfestigen und zu vernetzen (wie es so schon im Pidagogen-Deutsch
heif3t). Nach ,,neuesten Erkenntnissen soll das aber so nicht gemacht werden, son-
dern Schiiler sollen als erstes Aufgaben bekommen, die Probleme thematisieren, die
durch die neuen Lehrinhalte gelost werden. Wie man festgestellt hat, sind Schiiler
niamlich offener fiir neue Informationen, wenn sie die Notwendigkeit dieser neuen
Informationen aufgrund der Losbarkeit eines Problems nachvollziehen konnen. Das
hort sich nicht nur in der Theorie gut an; das kann auch in der Praxis gut funktionie-
ren - wenn nicht von Schiilern erwartet wird, sich die neuen Formeln und Lehrsitze
selbst auszudenken.

Ein ganz typisches Thema in diesem Zusammenhang ist ,,Quadratische Gleichun-
gen‘. Wenn die Schiiler bisher nur lineare Gleichungen 16sen konnten, werden sie ein
neues Verfahren brauchen, um quadratische Gleichungen zu 16sen. Es kann durchaus
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sinnvoll sein, die Schiiler eine Weile probieren zu lassen, eine quadratische Glei-
chung ohne die p-q-Formel, Mitternachtsformel, etc. zu 16sen und so die Unzuléng-
lichkeit der bisherigen Mittel sehr deutlich zu machen, weil die Methoden, die fiir das
Losen quadratischer Gleichungen notwendig sind, erheblich viel mehr Mathematik
enthalten als die Methoden zum Losen linearer Gleichungen. Wenn Schiilern nicht
klar ist, dass sie mit den bisherigen Methoden nicht weiter kommen, empfinden sie
die Methoden zum Losen quadratischer Gleichungen oft als ,,unnétig kompliziert™.
Problematisch ist allerdings, die Schiiler nicht iiber den Sinn der Aufgabe zu infor-
mieren. So werden alle an der Aufgabe scheitern. In der Theorie sind nun alle Schiiler
ganz gespannt darauf, wie der Lehrer wohl die Aufgabe 16sen wird. In der Praxis sind
alle Schiiler einfach um eine schlechte und demotivierende Erfahrung reicher.

Was ich bei meinen Nachhilfe-Schiilern sehe sind Arbeitsblitter mit Aufgaben zu
einem offenbar neuen Thema, die die Lehrperson ausgeteilt hat mit dem Arbeitsauf-
trag: Macht euch mal Gedanken! Meiner Meinung nach ist es utopisch, von Schiilern
zu verlangen, sich die Mathematik die sie lernen sollen, auch noch selbst auszuden-
ken. Das konnen sie nicht und das miissen sie auch nicht kénnen! Da Schiiler aber
normalerweise nichts von der praktischen Unlosbarkeit der Aufgabe wissen, fithlen
sie sich, wenn sie auch nach liangerer anstrengender Arbeit nicht auf die Losung
kommen, (mal wieder) zu dumm fiir die Mathematik.

Unlosbare Aufgaben Zuweilen geben Lehrer Schiilern Aufgaben, die unlésbar sind.
Ich habe oft mit Lehrern iiber solche Aufgaben gesprochen. Die Unlosbarkeit war
ihnen durchaus bewusst. Dass die Aufgaben trotzdem gestellt wurden, wurde dann
meist damit begriindet, Schiiler miissten ja nicht alles auf dem Silbertablett serviert
bekommen und sie kénnten sich ja ruhig auch mal ein bisschen anstrengen. Es soll
in diesem Buch nicht darum gehen, solche Ansichten zu bewerten, sondern darum,
zum einen zu wissen, dass es solche Ansichten gibt und zum anderen Moglichkeiten
aufzuzeigen, damit moglichst positiv umzugehen.

Aus einer Fachzeitschrift entnommen ist z.B., dass die Schiiler zunéchst mit ei-
nem Computerprogramm eine (Normal-) Parabel finden sollen, die durch zwei gege-
bene Punkte geht, was die Schiiler in der Regel 16sen konnen. Dann sollen sie eine
Parabel finden, die durch drei gegebene Punkte fiihrt, was in aller Regel nicht gelingt.
Der Lehrer weil3, dass es nicht l6sbar ist, lasst die Schiiler aber trotzdem probieren,
ohne sie iiber die Unldsbarkeit zu informieren. Und dann, wenn alle verzweifelt sind,
kommt der Lehrer mit seiner groBartigen Losung. In der Zeitschrift stand, der Lehrer
diirfe die Hilflosigkeit der Schiiler ruhig auskosten. Auch das mochte ich hier nicht
weiter bewerten. Ich kenne aber Schiiler, die das furchtbar finden.

... und diskutiere mit deinem Nachbarn dariiber Ein konkretes Beispiel: In der Nach-
hilfe sagte mir ein Schiiler, man habe in der letzten Mathematik-Stunde ein neues
Thema angefangen und er habe ein Arbeitsblatt dazu bekommen. Auf dem Blatt war
eine Strecke gezeichnet mit der Anweisung: ,,Ergiinze zu einem rechtwinkligen Drei-
eck und diskutiere mit deinem Nachbarn dariiber.” Zwar standen auch noch weitere
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Aufgaben auf diesem Blatt, die aber zur ,,Losung® der genannten Aufgabe nichts
beitrugen.

Nun konnte man meinen, es sei ja ein Leichtes, mit dem Nachbarn zu diskutieren
und deshalb sei die Aufgabe nicht so schwer. Aber das war nicht gefragt, denn man
sollte aufgrund dieser Aufgabe zu folgender Erkenntnis kommen: Der Mittelpunkt
des Umkreises eines rechtwinkligen Dreiecks liegt immer in der Mitte der Hypote-
nuse. Meiner Meinung nach ist diese Aufgabe unlosbar.

Was konnte sich die Lehrerin, die dieses Arbeitsblatt ausgab, gedacht haben?
Vielleicht stellt sie sich vor, dass zur gegebenen Strecke

Abb. 5.2 Strecke

solche Zeichnungen entstehen.

— N\ N

Abb. 5.3 Strecke

Wiirde man alle Zeichnungen zusammenlegen,

Abb. 5.4 Strecke

konnte man darauf kommen, dass alle rechten Winkel auf dem Halbkreis iiber der
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gegebenen Strecke liegen.

Abb. 5.5 Strecke

In der Aufgabenstellung war aber nur von jeweils einer Ergdnzung zum recht-
winkligen Dreieck die rede. D. h. die Situation der beiden benachbarten Schiiler sihe
wohl eher so aus:

AN

Abb. 5.6 Strecke

In diesen beiden Figuren einen Halbkreis zu sehen, auf dem die Scheitel der rech-
ten Winkel liegen, ist meiner Meinung nach nicht erwartbar.
AuBerdem hitte man auch so zu rechtwinkligen Dreiecken ergiinzen konnen:

]

Abb. 5.7 Strecke

Da in diesem Fall die Hypotenusen nicht gleich lang sind, liegen auch nach ge-
eignetem Drehen und Wenden der Dreiecke die Scheitelpunkte der rechten Winkel
nicht auf einem gemeinsamem Halbkreis.

Aber es geht noch schlimmer: Vor einer Examensstunde sollten als Hausaufgabe
nach einer bestimmten Methode mehrere Fldchen berechnet werden. Bei einer Flidche
kamen aber offenbar falsche Ergebnisse heraus, obwohl die Schiiler die Methode
richtig anwendeten. Die Lehrerin, die diese Hausaufgabe stellte, sagte den Schiilern
nicht, dass bei einer der gestellten Aufgaben ein widerspriichliches Ergebnis heraus
kommen werde.



60 KAPITEL 5. IN MATHE BEKOMMT MAN AUFGABEN

Gegeben war z. B. die Funktion

1 7
flx)= _Ex4+EXS —5x+3

Dazu sollte eine Stammfunktion gebildet werden.

O(x):—%x +%x — X +3x

Dann sollte mit Hilfe des bestimmten Integrals der Flicheninhalt der Fldache zwi-
schen Graph und x-Achse in den Grenzen von 0 bis 5 bestimmt werden. Also

5 5
1 7
/f(x) dx:/——x4+—x3—5x—|—3 dx
0

10 10
0 5.1)
15 7, 5, > s
= _—— — _—— 3 - — —
[ 50x +40x 2x +3x . 3

Da das Ergebnis negativ ist, Flacheninhalte aber nicht negativ sein konnen, liegt
offenbar ein Widerspruch vor. Selbst wenn Schiiler zur Klidrung des Problems den
Funktionsgraphen gezeichnet hitten,

Abb. 5.8 Zu integrierende Funktion

hitte ihnen das moglicherweise nicht weiter geholfen, weil bis dahin im Unter-
richt noch nicht besprochen wurde, dass bestimmte Integrale negative Werte anneh-
men, wenn sich der Graph unterhalb der x-Achse befindet.
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Abb. 5.9 Positive und negative Bereiche

Die Lehrerin, die diese Examensstunde durchfiihrte, hat tibrigens bestanden.
Die Liste solcher ,.Einfiihrungsaufgaben® in ein neues Thema lie3e sich beliebig
fortsetzen.

5.6.1 Was man tun kann

% Sich bewusst machen, dass Aufgaben zu neuen Themen nicht gelost werden
sollen, sondern es soll erkannt werden, dass sie mit den bisherigen Mitteln
nicht 16sbar sind. Es soll also die Unldsbarkeit gezeigt werden.

% Wenn man sich unwohl damit fiihlt, nicht zu wissen, zu welchem Thema die
vorliegende Aufgabe gehort, kann man das ruhig mal in Erfahrung bringen
(Lehrbuch, Internet, KI, ...). Moglicherweise kann man mit einer Aufgabe bes-
ser umgehen, wenn man weil3, was das Ziel der Aufgabe ist.

% Wie bei allen Aufgaben, die Probleme bereiten: Protokoll fithren! Was habe
ich versucht, um die Aufgabe zu l6sen? Warum hat das nicht geklappt? Gibt
es Aufgaben, die so dhnlich sind, die ich 16sen kann? Wenn es keine solchen
Aufgaben gibt: Warum nicht? Was ist an dieser Aufgabe anders als sonst? Was
miisste ich wissen, um die Aufgabe 16sen zu konnen?

¥ Sich ins Gedichtnis rufen, welche Methoden man bisher iiber dieses oder ein
dhnliches Thema gelernt hat. Hat das Thema mit Geometrie zu tun? Mit Wahr-
scheinlichkeiten? Mit Gleichungen? Welche Gleichungen habe ich bisher 16sen
konnen? Was war die komplizierteste Gleichung die ich bisher gelost habe?
Was ist an den neuen Gleichungen neu? Was ist anders?

% Ein Zeitlimit setzen: Man kann sich z. B. vornehmen, die Aufgabe eine halbe
Stunde lang zu bearbeiten, dann die Ergebnisse oder deren Fehlen aufzuschrei-
ben und dann nichts weiter dafiir zu tun. Hat man aufgeschrieben, was man in
dieser halben Stunde alles gemacht hat, ldsst sich auch das Fehlen eines Ergeb-
nisses gegeniiber dem Mathe-Lehrer gut kommunizieren.
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5.7 Knobelaufgaben und Wettbewerbe

Er gibt junge Menschen, die sich fiir Mathematik interessieren und die gerne viel
mehr iiber Mathematik lernen méchten, als im Schulunterricht angeboten wird. Was
bietet unser Bildungssystem diesen Menschen an?

Es gibt viele auBerschulische Angebote wir z. B. Mathematik-Sommercamps.
Solche Angebote sind zeitlich begrenzt und nur fiir einen sehr geringen Prozentsatz
der Schiilerschaft nutzbar.

AuBlerdem gibt es Mathematik-Wettbewerbe. Da bekommen Schiiler dann ganz
besondere Knobelaufgaben. (Mein Professor fiir lineare Algebra - Prof. Dr. Dr. h.c.
mult. Alan T. Huckleberry - bezeichnete iibrigens das, was in solchen Wettbewerben
vorkommt, als Mickey-Mouse-Mathematik.) Teilweise sollen die Aufgaben in Grup-
penarbeit gelost werden und fast immer steht nur eine begrenzte Zeit zur Verfiigung.
Das ist sicher fiir einige Schiiler genau die richtige Umgebung, um Bestleistungen
zu erbringen; fiir andere Schiiler schliefen sich Zeitdruck und Mathematik aus und
sie mogen es auch nicht, wenn andere Leute ihnen in ihre Gedankengénge reinquat-
schen.

Von Seiten der Kultusministerien ist die Notwendigkeit der unterrichtsbegleiten-
den individuellen Forderung erkannt worden. Beispielsweise schreibt das Nieder-
sdchsische Kultusministerium dazu:

Die Feststellung, ob eine kognitive Hochbegabung bei einer Schiilerin
oder einem Schiiler vorliegt, erfolgt auf der Grundlage eines lernbeglei-
tenden diagnostischen Prozesses. Die Lehrkrifte, die den Schiiler oder
die Schiilerin unterrichten, erhalten durch die fortlaufende Beobachtung
und Beschreibung des Lern- und Leistungsverhaltens Hinweise auf die
individuellen Fihigkeiten und Kompetenzen. Wenn vermutet wird, dass
eine Hochbegabung besteht, erfolgen gezielte systematische Beobachtun-
gen und Untersuchungen in Lernsituationen und auch mit informellen
Tests. Qualitative Verfahren werden durch quantitative ergénzt. In der Be-
gabungsdiagnose sind neben der kognitiven Leistungsbestimmung moti-
vationale und emotionale Personlichkeitsvoraussetzungen sowie wesent-
liche Sozialisationsfaktoren zu erfassen.

Wenn das dann alles erledigt ist, weill der Mathelehrer, dass sich ein Schiiler fiir
Mathe interessiert. Und dann:

Fiir die pddagogisch-psychologische Beratung stehen Lehrkrifte, Bera-
tungslehrkrifte der Schule, Schulpsychologinnen und Schulpsychologen,
Beraterinnen und Berater sowie schulfachliche Dezernentinnen und De-
zernenten der Schulbehorde u.a. zur Verfiigung.

Nach erfolgter Beratung geht es so weiter:

Ein individueller Lern- und Entwicklungsplan sollte fiir diese Schiilerin-
nen und Schiiler moglichst unter ihrer Mitwirkung erarbeitet und verein-
bart werden.
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Und erst danach soll dann wohl eine individuelle Forderung im Unterricht stattfin-
den.

Man kann sich wohl leicht ausmalen, wie oft ein solch iiberbiirokratisierter Pro-
zess zu einer unterrichtsbegleitenden, nachhaltigen Forderung fiihrt: Sehr, sehr sel-
ten. Fiir Menschen, die vielleicht Mathematiker werden mochten, machen Schulen
kaum Angebote. Das wird hier erwéhnt, nicht um einen Zustand anzuprangern, son-
dern einfach nur, um die Realitét festzustellen und daraus Konsequenzen ziehen zu
konnen. Der Sportunterricht bereitet schlieBlich auch niemanden auf den Leistungs-
sport vor genauso wenig wie der Musikunterricht fiir zukiinftige Dirigenten interes-
sant sein diirfte.

Schiiler, die sich fiir Mathematik interessieren, haben oft Probleme mit dem gén-
gigen Mathematikunterricht. Sie langweilen sich im Unterricht, weil sie z. B. im
fragend-entwickelnden Unterrichtsgespriach auf Suggestivfragen des Lehrers antwor-
ten sollen, ohne die Losung zu verraten, obwohl sie diese schon lange kennen. Sie
beschiftigen sich dann mit anderen Dingen, storen den Unterricht und kénnen im
Extremfall die Teilnahme am Unterricht komplett verweigern. So kann es also pas-
sieren, dass junge Menschen, die eigentlich viel mehr tiber Mathematik erfahren
mochten, als der Schulunterricht bietet, schlechte Noten in Mathe haben.

Bekommt die Klasse Aufgaben fiir eine Unterrichtsstunde, kann es gut sein, dass
manche Schiiler nach 5 Minuten fertig sind. Oftmals werden ihnen dann zusitzliche
Ubungsaufgaben angeboten, aber genau diese Ubungsaufgaben brauchen sie ja gera-
de nicht, weil sie iiber die einzuiibenden Fertigkeiten schon verfiigen. Das kann fiir
den jeweiligen Schiiler eine belastende Situation sein: Erledigt er die zusétzlichen
Ubungsaufgaben, langweilt er sich noch mehr als vorher. Auf der anderen Seite stellt
sich ein Schiiler ungern gegen den Lehrer und sagt z. B.: ,,Frau Lehrerin, mir gefallen
Ihre Aufgaben nicht.“ Das wiirde auch eine gewisse Unruhe in die Klasse bringen.

Ein weiteres Angebot fiir Schiiler, die sich besonders fiir Mathematik interessie-
ren, sind Knobelaufgaben. Auch diese Aufgaben beinhalten laut Prof. Huckleberry
Mickey-Mouse-Mathematik. Meistens muss man einen bestimmten ,,Trick* anwen-
den, um auf die Lésung zu kommen. Der Lehrer verritselt also sein eigenes Wissen
in besonderer Weise, um es dem Schiiler besonders schwer zu machen auf das zu
kommen, was dem Lehrer ohnehin schon bekannt ist. Das ist fiir manche Schiiler
bestimmt interessant. Mit der echten Mathematik, also der Wissenschaft von den
abstrakt-logischen Strukturen, hat das aber nichts zu tun und es gibt eben auch Schii-
ler, die sich genau dafiir interessieren. Dabei kann jedes Thema der Schulmathematik
- angefangen vom Distributivgesetz bis zum Hauptsatz der Analysis - beliebig tief,
breit, abstrakt, formal, axiomatisch etc. entwickelt werden (siehe dazu viele Beispie-
le im zweiten Teil dieses Buches). So kann jeder Schiiler den eigenen Bediirfnissen
entsprechend sich mit dem aktuellen Thema des Unterrichts befassen. Damit wird
auch das zu Recht kritisierte ,,Vorlernen* oder das Uberspringen einer Klassenstufe
unnotig. Zudem sollten Zusatzaufgaben die Moglichkeit bereitstellen, tatsédchlich zu
eigenen mathematischen Entwicklungen zu kommen (siehe dazu das Kapitel ,,Ma-
thematik individuell gestalten®). Es kann fiir Schiiler extrem wertvoll sein, ihren Mit-
schiilern die selbst entwickelte Mathematik zu présentieren.
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5.7.1 Was man tun kann

% Schubladendenken vermeiden: Niemand ist einfach ,,Uberﬂieger“ oder ,,hoch-
begabt“. Solche Etiketten fithren zu sozialer Ausgrenzung und widersprechen
dem, was das Lernen bezwecken soll: Nicht zu bleiben, wie (oder wer) man ist.

% Sich in die Lage des anderen versetzen: Ein Schiiler in der Klasse, der schon
alles kann, macht den Unterricht fiir den Lehrer schwieriger.

% Das Gespriach suchen: Wenn Schiiler, Lehrer und Eltern wertschéitzend und
konstruktiv miteinander reden, kann das sehr viel Druck aus der Situation neh-
men.

% Als Schiiler kann man sich mathematische Themen suchen, mit denen man sich
wihrend des Unterrichts beschéftigen kann, wenn man die Unterrichtsanforde-
rungen schneller als vom Lehrer geplant erfiillt hat.

% AuBerschulische, mathematisch passende Aktivititen und Projekte suchen. Es
gibt auch viele Moglichkeiten, online mit Gleichgesinnten zu kommunizieren.

5.8 Training ist anstrengend - Mathe auch

Mathematik ist wie sportliches Training: Es kann ungemein Spal machen - aber
anstrengend ist es auch. Und um gleich mit einem Vorurteil aufzurdumen: Mathe-
matiker sind auch nicht faul! So etwas wird zuweilen von Mathe-Lehrern - die iib-
rigens in der Regel keine Mathematiker sind - geduBert, um damit zu kokettieren,
wie wahnsinnig schlau sie doch seien - also so schlau, dass sie es nicht nétig haben,
sich anzustrengen. Von einem Mathematiker habe ich eine solchen Spruch noch nie
gehort.

Wenn man Mathe lernt oder mathematisch Probleme bearbeitet und sich dabei
anstrengen muss, heifit das nicht, dass man fiir die Mathematik zu untalentiert ist. Es
ist der Sinn von Aufgaben, anstrengend zu sein. Das ist beim Krafttraining auch so:
Wenn man nur Gewichte bewegt, die leicht sind, erzielt man keinen Trainingseffekt.
Nur wenn das Gehirn intensiv angeregt wird, macht es sich die Miihe, sich zu ver-
dndern - sprich also: zu lernen. Es reicht z. B. auch nicht, sich ein Thema nochmal
anzugucken, wie man so schon sagt. Wenn man die Gewichte im Gym nur anguckt,
bringt das ja auch nichts.

Mathematik steht auch aus Griinden der Personlichkeitsbildung auf dem Lehr-
plan. Jeder Mensch, der Mathematik lernt, kommt immer wieder an Punkte, an denen
er nicht weiter weil. Diese Spannung aushalten zu konnen und trotz des Drucks krea-
tiv und offen nach Losungen suchen zu kénnen, ist eines der Lernziele im Mathema-
tikunterricht. Mit Riickschldgen zielorientiert und motiviert umzugehen, erhoht die
Resilienz.

Auf der anderen Seite hat das nichts mit dem Spruch ,,Mathe muss weh tun.*
zu tun, der als Rechtfertigung fiir manche Lehrer dienen soll, die ihren Schiilern
bewusst zu schwere Aufgaben geben, damit ,,die Schiiler sich *mal richtig anstrengen
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miissen®. Didaktisch sinnvoll ist ein solches Verhalten natiirlich nicht. Wenn man
sich beim Krafttraining zu schwere Gewichte auflegt, kann man sich anstrengen, wie
man will: Man wird einfach keine Ubung durchfiihren kénnen und so schlicht gar
nicht trainieren.

Wie bei sportlichen Leistungen bedarf es auch fiir das Mathematikverstindnis re-
gelmaBigen Trainings. Dabei sind die Trainingszeiten ganz gut vergleichbar. Wenn
es fiir einen jungen Menschen schlecht in Mathe lduft, hat er von den vier wochent-
lichen Unterrichtsstunden ziemlich wenig, weil er mit dem Lehrstoff einfach nicht
mitkommt. Trotzdem wird er hier und da einmal etwas aufschnappen und am Ende
der Woche hat er dann vielleicht zweimal 10 Minuten lang etwas gelernt. Kommt
noch eine Hausaufgabe hinzu, in der er fiir 20 Minuten mal einen guten Lauf hat-
te. Vergleichen wir das mit sportlichem Training: Wenn man zweimal pro Woche 10
Minuten und zusétzlich einmal fiir 20 Minuten trainiert, wird man gewaltig unter den
eigenen korperlichen Moglichkeiten bleiben. Und nach der mehr als zweimonatigen
Pause im Sommer (6 Wochen Ferien + 2 Wochen vor den Ferien, in denen nichts
gemacht wird + 1 Woche nach den Ferien, bis der Unterricht wieder los geht) fingt
man dann wieder bei Null an.

Das typische (schlechte) Lernverhalten eines Schiilers, zwei Tage vor der Klas-
senarbeit mit dem Lernen anzufangen (Bulimie-Lernen), ist vergleichbar mit dem
Versuch, in zwei Tagen z. B. Geriteturnen lernen zu wollen. Das funktioniert ein-
fach nicht! Sicher, man wird in der Klassenarbeit mehr erreichen, als wenn man
tiberhaupt nicht gelernt hitte, aber verglichen mit dem eigenen Potenzial ist das so
gut wie nichts.

Auf der anderen Seite der Skala gibt es Leistungssportler, die jeden Tag mehrere
Stunden mit ihrem Training beschiftigt sind. Das gilt auch fiir das mathematische
Training von Mathematik-Studenten und Mathematikern.

Irgendwo dazwischen liegt der Trainingsaufwand, den man Schiilern empfehlen
kann. Stellen wir uns einmal einen Durchschnitts-Schiiler vor, der miBig an Ma-
thematik interessiert ist, ganz gerne gute Noten hitte und noch nicht weil}, was er
mal werden mochte. Mit welchem Zeitaufwand kann dieser Mensch rechnen? Aus
Sicht eines effektiven Zeitmanagements ist der wichtigste Punkt, keine Zeit in der
Schule liegen zu lassen. Wenn man im Unterricht sitzt und nichts versteht, vergeudet
man einfach seine Zeit. Deshalb muss das erste Ziel sein, im Unterricht Mathema-
tik zu lernen. Falls das schwierig sein sollte, kann man die Informationen, die im
Unterricht vorkommen, notieren und sie noch am gleichen Tag nacharbeiten. Soll-
ten Fragen nicht gekldrt werden konnen, kann man sie in der nidchsten Unterrichts-
stunde stellen. Man kann auch Unterrichtsstunden so vorbereiten, dass man sich z.
B. am Unterrichtsgesprich beteiligen kann - auch wenn ein solches Unterrichtsge-
spriach vielleicht nervig sein mag. Aber in der Schule herumzusitzen und sich iiber
den doofen Unterricht aufzuregen, ist zumindest vom Zeitmanagement her maximal
ineffizient.

Schafft man es also, im Unterricht etwas zu lernen und erledigt man seine Haus-
aufgaben zeitnah und konzentriert, braucht man nur noch ein paar Minuten zusitz-
lich, um das eigene Wissen und Koénnen zu reflektieren. Was habe ich in der letzten
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Woche gelernt? Was konnte ich vor zwei Monaten noch nicht? Kann ich die Grund-
rechenarten noch? Wie sieht es aus mit dem Umformen von Bruchtermen, der Pro-
zentrechnung, Dreisatz, Scheitelpunktform, dem Rechnen mit Klammern und negati-
ven Zahlen? Kann ich ohne Vorlage aufschreiben, was in den letzten Mathe-Stunden
durchgenommen wurde? Kann ich es mit meinen Worten formulieren? Wenn der
durchschnittlich méBig an Mathematik interessierte Schiiler zusitzlich zu den Haus-
aufgaben zwei- bis dreimal pro Woche jeweils 15 Minuten in die Beantwortung sol-
cher Fragen investieren wiirde, stiinde der guten Note in Mathe nichts mehr im Weg.
Lernt man regelméBig in kurzen Lerneinheiten, kommt schnell ein Gefiihl der Si-
cherheit auf. So kann man ohne Druck pro investierter Zeiteinheit das meiste lernen.
Man braucht vor der ndchsten Klassenarbeit keine Angst mehr zu haben, weil man
ja den gesamten Lehrstoff stindig parat hat. Und wéhrend die anderen Schiiler dann
kurz vor der Klassenarbeit viele Stunden (sehr ineffektiv) lernen miissen, hat man
Freizeit.



Kapitel 6

Priifungen

Unter Stress kann man nicht denken. Man kann unter Stress besonders gut entweder
wegrennen oder kiimpfen. Beides ist aber in einer Mathe-Priifung nicht gefragt. In
diesem Abschnitt kommen die groften Stressfaktoren in Priifungen zur Sprache und
wie Lehrer und Schiiler diese minimieren oder wenigstens damit umgehen kénnen.

6.1 Fester Priifungszeitpunkt

Der Zeitpunkt der Mathe-Priifung - sei es nun Klassenarbeit, Klausur, Abschlussprii-
fung oder Abitur - kann meistens nicht vom Schiiler festgelegt werden. Es gibt aber
Schulen, die Schiilern die Wahl des Priifungszeitpunktes iiberlassen. Schiiler konnen
sich also dann zu einer Klassenarbeit anmelden, wenn sie sich bereit dazu fiihlen.
Allein schon die Tatsache, dass der Schiiler sich freiwillig fiir einen Zeitpunkt ent-
scheidet, nimmt Stress aus der ganzen Angelegenheit und befordert eine positive
Priifungsathmosphére. Wir alle haben bestimmt einmal die Situation erlebt, dass wir
abends im Bett lagen und uns schlecht fiihlten, weil am néichsten Tag in der Schule
eine Priifung anstand. Wir hatten vielleicht Angst, nicht einschlafen zu konnen und
dann am néchsten unausgeschlafen die Priifung bestehen zu miissen. Hitten wir ge-
wusst, dass wir die Priifung auch noch am nichsten Morgen absagen konnen, wére
alles halb so schlimm gewesen und wir hitten vermutlich viel besser schlafen kon-
nen.

Damit sich Schiiler den Priifungszeitpunkt selbst aussuchen konnen, ist es notig,
das reichlich angestaubte Modell des Unterrichts im Klassenverband und im 3/4-
Stunden-Takt in ein digitales Modell zu iiberfiihren, in dem Schiiler alle noétigen
Unterrichtsmaterialien auf ihrem digitalen Endgerit zur Verfiigung haben und die
Zeiteinteilung sowie die Einteilung in Lerngruppen selbst vornehmen. Das ist iibri-
gens keine Frage des Alters. Es gibt auch Grundschulen, die so arbeiten - wobei die
Schiiler natiirlich bei der Zeit- und Gruppeneinteilung Hilfe von den Lehrern erwar-
ten konnen.

67



68 KAPITEL 6. PRUFUNGEN
6.2 Einzige Priifung

Priifungen wie Klassenarbeiten kdnnen Schiiler nur ein einziges Mal schreiben. Das
erzeugt einen Leistungsdruck, der nicht nétig ist. Durch die digitalen Moglichkeiten,
die in den letzten Jahren und Monaten zum Unterrichtsgeschehen hinzugekommen
sind, ist es fiir Lehrer ein Leichtes, beliebig viele Klassenarbeiten/ Klausuren zu ei-
nem Thema mit gleichbleibendem Anforderungsniveau herzustellen. So konnte also
,eine* Klassenarbeit/ Klausur mehrmals angeboten werden.

Um den Terminkalender nicht so zu belasten, gibt es die Moglichkeit, Probeklas-
senarbeiten/ Probeklausuren herauszugeben. Dann konnten Schiiler sich mit diesen
Klassenarbeiten testen und so dariiber Auskunft erhalten, ob sie auf die eigentliche
Klassenarbeit geniigend vorbereitet sind. Das wiirde die Vorbereitung der Schiiler
nicht nur immens vereinfachen, sondern es wire einfach fair. Auch ich als Nachhil-
felehrer mit sehr viel Erfahrung kann nicht wissen, welchen Schwierigkeitsgrad die
Aufgaben z. B. zu so einem liberschaubaren Thema wie Potenzgesetze haben wer-
den. Nur ein Beispiel: Kommen Briiche als Basen vor oder nicht? Ich hatte schon
beide Fille: Briiche als Basen sind im Unterricht besprochen worden und kamen
nicht vor und auch den Fall, dass Briiche als Basen nicht besprochen wurden, aber in
der Klassenarbeit vorkamen. Und immer wieder erlebe ich, dass in Priifungen doch
etwas dran kommt, was im Unterricht nicht besprochen wurde.

Verfiigten Schiiler iiber Probeklassenarbeiten/Probeklausuren mit vollstindigen
Losungen, konnten sie viele Fehler vermeiden, die nichts mit mathematischem Ver-
stindnis zu tun haben. Gibt es Punktabziige, wenn die Aquivalenzzeichen nicht hin-
geschrieben werden? Muss ein Antwortsatz aufgeschrieben werden? Soll erst die
Formel umgeformt werden, bevor die Zahlen eingesetzt werden oder darf man sofort
Zahlen einsetzen? Wie wird der Schritt von der Formel zum Einsetzen von Zahlen
notiert? (Es gibt Lehrer, die an dieser Stelle ein Gleichheitszeichen fordern, obwohl
das falsch ist.) Die Antworten auf diese Fragen richten sich nach den personlichen
Vorlieben des Lehrers. Mit der vollstindigen Losung einer Probeklassenarbeit/ Pro-
beklausur konnte der Lehrer deutlich machen, was er mochte.

Zudem konnen in Klassenarbeiten unerwartete Schwierigkeiten auftreten. Z. B.
wollte eine Schiilerin einen Term, der Klammern und negative Zahlen enthielt, mit
dem Taschenrechner ausrechnen. In der Klassenarbeit stellte sie dann fest, dass sie
offenbar zu falschen Ergebnissen kommt. Sie wusste auch, dass das an der Eingabe
in den Taschenrechner lag, konnte aber den Fehler nicht finden und vergeudete bei
der Fehlersuche viel Zeit, die ihr dann bei der Bearbeitung der restlichen Aufgaben
fehlte. Hitte sie die Moglichkeit gehabt, eine Probeklassenarbeit durchzurechnen,
hitte sie das Problem bis zur Klassenarbeit 16sen konnen.

Ein anderes Thema ist das Zeitmanagement wihrend einer Klassenarbeit/ Klau-
sur: Schiiler kdnnen normalerweise nicht einschitzen, welchen Umfang die zukiinf-
tige Klassenarbeit/ Klausur haben wird und in welcher Geschwindigkeit sie die Auf-
gaben bearbeiten miissten, um die volle Punktzahl zu erhalten. Auch Schiiler, die
von ihrer guten Vorbereitung auf die Priifung iiberzeugt sind, merken in Priifungen
oftmals dann viel zu spit, dass sie nun fiir die Bearbeitung der restlichen Aufgaben
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zu wenig Zeit haben. Eine Probeklassenarbeit/ Probeklausur hitte dieses Problem
schon vorher offenbaren kénnen.

Auch wenn meiner Meinung nach das Verstidndnis der Mathematik viel wichtiger
ist als die Mathe-Note, ist es doch fiir Schiiler ein sehr groBer Unterschied, ob unter
der Klassenarbeit/ Klausur eine 4 oder eine 3 steht. Und wenn da nur deshalb die 4
steht, weil wihrend der Priifung vermeidbare Probleme aufgetaucht sind, die zudem
nichts mit mathematischem Verstindnis zu tun haben, merken Schiiler schnell, dass
die Regel: ,,Wenn ich mich gut vorbereite und Mathe verstehe, bekomme ich auch
gute Noten.* nicht gilt. Die Frustration, die es fiir die Vorbereitung der nichsten
Priifung zu iiberwinden gilt, ist damit wieder ein Stiick gewachsen.

Stellen wir uns nun den typischen Lehrer vor, der angesichts der tatséchlich im-
mer zahlreicher werdenden Aufgaben, die er zu erfiillen hat, nun die Hénde tiber dem
Kopf zusammenschldgt und fragt: Was soll ich denn noch alles machen? Wie kann
diesem Menschen geholfen werden?

Bis auf die zentralen Priifungen stellt jeder Lehrer in Deutschland sein Klassen-
arbeiten/ Klausuren individuell. Das ist fiir den Lehrer viel Arbeit und hat fiir den
Schiiler den Vorteil, dass nur solche Themen vorkommen, die im Unterricht auch
besprochen wurden (zumindest theoretisch). Man konnte aber auch anders herum
vorgehen: Man einigt sich darauf, welche Lehrinhalte genau z. B. zum Thema ,,Wur-
zelgesetze® in der 9. Klasse Gymnasium vorkommen sollen. Alle Lehrer, die nun
(in einem bestimmten Bundesland) eine Klassenarbeit dazu entwerfen, stellen die-
se samt ausfiihrlicher Losung einem 6ffentlichen Online-Pool zur Verfiigung. So hat
man auf einen Schlag viele hundert Klassenarbeiten zum Thema ,,Wurzelgesetze*
zusammen. Im nichsten Jahr braucht dann kein Lehrer mehr eine Klassenarbeit zu
entwerfen, weil er sich einfach eine aus dem Pool fischen kann. Auflerdem haben so
Schiiler mehr Beispielklassenarbeiten zur Verfiigung, als sie in ihrem Leben bearbei-
ten konnen.

Trotz einiger Initiativen sind wir in Deutschland sehr weit von einem solchen
Pool entfernt.

6.3 Knappe Priifungszeit

Fiir jede Priifung muss vorher die Priifungsdauer festgelegt werden. Dabei gibt es
grundsitzlich zwei unterschiedliche Konzepte: Dem Schiiler wird geniigend Zeit
gegeben, um die Priifungsaufgaben zu bearbeiten. Moglicherweise sind dann aber
Schiiler schon vor Ende der Priifung mit allen Aufgaben fertig. Sie kdnnen dann
aber keine Leistung zeigen, die iiber die Priifungsfragen hinaus geht. Um das zu ver-
meiden, gibt es Priifungen, die so viele und so umfangreiche Fragen enthalten, dass
sie unmoglich in der Priifungszeit bearbeitet werden konnen. So kann man auch vom
schnellsten Schiiler die hochstmogliche Leistung messen. Solche Priifungen geben
aber nur wenig Aufschluss dariiber, was die Schiiler ohne Zeitdruck leisten konnten.

Im deutschen Schulsystem tendiert man zur ersten Version. Z. B. hat man im
Abitur gerade im Fach Mathematik geniigend Zeit, alle Aufgaben vollstindig zu be-



70 KAPITEL 6. PRUFUNGEN

arbeiten. In Klassenarbeiten/ Klausuren sieht das manchmal etwas anders aus. Es
sind dann so viele Aufgaben zu bearbeiten, dass man kaum Zeit hat, griindlich tiber
die Aufgaben nachzudenken. Das erzeugt Stress und unter Stress kann man schlecht
denken. Gerade die Mathematik steht fiir griindliches Denken und prizise Analyse,
die unter Zeitdruck kaum moglich ist. Das ist ein Grund mehr, warum Schiiler in
Klassenarbeiten/ Klausuren schlechtere Leistungen zeigen als es ihnen ohne Druck
moglich wire.

6.4 Riickgabe der Klassenarbeiten/ Klausuren

Man stelle sich einen Betrieb mit 30 Angestellten vor. Jeder Woche werden alle zu-
sammengerufen und der Chef verteilt Noten fiir die Arbeitsleistung der letzten Wo-
che. Wiirden wir in einem solchen Betrieb gerne arbeiten wollen? Die Schiiler in
Deutschland miissen das aber regelméBig ertragen, wenn die Klassenarbeiten zuriick-
gegeben werden - und zwar in einer bestimmten Reihenfolge, z. B. die schlechteste
Arbeit zuerst und die beste Arbeit zuletzt. Dann wird der Klassenspiegel noch an in
die Tafel geschrieben und somit weil jeder Schiiler in der Klasse, wer genau welche
Note hat.

Warum die BloBstellung der Schiiler, die in der Klassenarbeit/ Klausur schlechte
Noten hatten, vor der Klasse so wichtig ist, konnte mir bisher kein Lehrer erklédren.
Man konnte auf dieses zusitzliche, frustrierende Erlebnis einfach verzichten. Konn-
ten sich Schiiler die Priifungszeitpunkte aussuchen, wiirde wohl die Riickgabe der
Klassenarbeit/ Klausur nicht vor der ganzen Klasse stattfinden und die Note eines
Schiilers bekdme kaum jemand mit.

6.5 Aufgaben mit einer einzigen Losung

Auf der einen Seite kann man sagen: In Priifungen geht es immer um benotete Lei-
stungen. Das lésst sich zunéchst nicht dndern. Aber im Fach Deutsch hat man doch
viel weniger Stress, oder? Warum ist das so? Weil man im Fach Deutsch etwas gestal-
ten kann und in Mathe nicht. Schreibt man eine Textanalyse, kann es nicht vorkom-
men, dass man nichts hinschreiben kann. In Mathe kann das aber immer passieren.
Wenn man nicht auf die Losung der Aufgabe kommt, dann steht halt nichts auf dem
Papier; es gibt dann keine zweitbeste oder drittbeste Losung. Oder man schreibt et-
was hin, was falsch ist. Im Fach Deutsch kann das nicht passieren, denn dabei geht
es immer um graduelle Unterschiede. (Siehe dazu den Abschnitt: ,,Mathematik in
Priifungen gestalten: Aufsitze®.)

6.6 Falsche Vorbereitung

Wie schon im Abschnitt ,,Training ist anstrengend* beschrieben, bereiten sich Schii-
ler oftmals falsch auf Priifungen vor, indem sie kurz vorher mit dem Lernen be-



6.7. STRUKTUR VON PRUFUNGSAUFGABEN 71

ginnen. Dadurch bleibt sehr wenig Lehrstoff im Langzeitgedichtnis hingen und ein
tieferes Verstindnis der Lehrinhalte (Neudeutsch: deep understanding) ist iiberhaupt
nicht moglich.

6.7 Struktur von Priifungsaufgaben

Die Priifungsfragen haben eine bestimmte Struktur. Alle Schiiler lernen sehr schnell
- ndmlich wie effektiv es fiir die Erlangung guter Noten ist, die spezielle Struktur der
Aufgaben zu verstehen. Dieses Verstidndnis ist etwas, was man tatsdchlich spiter im
Leben nicht mehr braucht. Individuelles Verstindnis von Mathematik ist dabei nicht
gefragt.

6.8 Mathematik in karnevalistischer Einkleidung

Anwendungsaufgaben enthalten manchmal Mathematik in karnevalistischer Einklei-
dung, z. B. soll die Geradengleichung einer Gerade, die durch zwei gegebene Punkte
im Raum verlduft, bestimmt werden. Bis dahin ist das eine Standardaufgabe aus
der Vektorrechnung. Im Aufgabentext ist von Vogeln die Rede, die Geraden-gleich
durch die Liifte fliegen. So etwas passiert, wenn auf Biegen und Brechen Anwen-
dungsaufgaben gestellt werden sollen, die vermeintlich mit der Lebenswirklichkeit
von Schiilern etwas zu tun haben. Junge Menschen sind vielleicht unerfahren, aber
sie sind nicht bléd. Sie merken, wenn sie nicht fiir voll genommen werden und
wenn Lehrer Pseudo-Anwendungsaufgaben stellen nach dem Motto: ,,Fiir die Schii-
ler wird’s schon reichen.“ Solange Schule auf solche Priifungen vorbereiten soll,
bleibt individueller Unterricht wohl ein Traum.

6.9 Unterschiedliche Schiiler, eine Klassenarbeit

Wir haben in einer Klasse eigentlich immer Schiiler, die gerne etwas iiber die echte
Mathematik wissen mochte und nicht nur Aufgabenschemata abspulen mochten und
wir haben auch Schiiler, denen viele Grundlagen fehlen und die eigentlich beim klei-
nen Einmaleins anfangen miissten, um den Schulstoff zu verstehen. Beide Gruppen
sind von Klassenarbeiten genervt - entweder, weil sie keine Mathematik oder un-
bekannte Aufgabenschemata enthalten. Wenn der Unterricht im Klassenverband im
3/4-Takt weiter gehen soll und in Mathe-Priifungen keine individuell zu gestaltenden
Losungen gefragt sind, wird das auch so bleiben. Guter und individueller Unterricht
erhoht nicht nur das Leistungsniveau aller Schiiler, sondern erhoht auch die Unter-
schiede zwischen Schiilern. Das ist aber nur dann ein Problem, wenn die Losungen
der gestellten Aufgaben keine individuellen Unterschiede zulassen.
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6.10 Fazit

Ich frage mich, warum wir uns als Gesellschaft ein solches Priifungssystem leisten.
Warum gestalten wir Priifungen nicht so, dass wir in den Priifungen die besten Lei-
stungen der Schiiler sehen? Es sind mehrere Moglichkeiten angesprochen worden,
die entweder sofort oder in sehr kurzer Zeit umsetzbar sind.

Man stelle sich vor, in einem Bundesland einigten sich alle Mathe-Lehrer darauf,
was in einer bestimmten Klassenstufe zu einem bestimmten Thema unterrichtet wer-
den soll und hunderte Lehrer stellten ihre Klassenarbeiten und Lehrmaterialien und
Ubungsaufgaben etc. online bereit. Wir kénnten innerhalb weniger Wochen unseren
Schiilern zu diesem Thema ein komplettes Lehrangebot mit allen erdenklichen Er-
klirungen, Ubungsaufgaben, Videos, Probeklassenarbeiten etc. machen. Das wiirde
nicht alle Probleme auf einmal 16sen - aber sehr viele.

Wiirde man in Mathe-Priifungen Aufsitze schreiben lassen, wiirde der individuel-
le Gestaltungsspielraum jedes Schiilers sofort gegeben sein. Diese Maflnahme wiirde
noch nicht einmal Geld kosten.
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Anschluss verpasst

Es gibt mehrere Moglichkeiten, in Mathe den Anschluss zu verpassen: In einer Un-
terrichtsstunde, innerhalb eines Themas oder ganz generell, weil man die Grundlagen
eines Themas nicht mehr beherrscht oder ganz vergessen hat. Entsprechend gibt es
auch unterschiedliche Moglichkeiten, diesem Problem zu begegnen.

7.1 Anschluss in einer Schulstunde verpasst

Das ist schnell mal passiert! Ein paar Minuten Unaufmerksamkeit und schon weif3
man schon nicht mehr, worum es geht. Damit l&4sst sich auch ganz gut umgehen -
wenn man sofort gegensteuert. Tut man das nimlich nicht, erzielt man im weiteren
Verlauf der Unterrichtsstunde wohl keinen Lerneffekt mehr und man vergeudet seine
Zeit.

7.1.1 Was man tun kann

% Moglichst viel vom Rest der Unterrichtsstunde profitieren.

% Weiteren Informationsverlust vermeiden: Das Unterrichtsgeschehen protokol-
lieren, das Tafelbild abschreiben oder speichern. Wenn man den Sinn des Un-
terrichts nicht versteht, muss genauer mitgeschrieben werden, damit man die
Stunde nacharbeiten kann.

% Auf jeden Fall nicht wihrend des Unterrichts einen Mitschiiler um eine kurze
Erkldrung bitten, denn dann hat der Mitschiiler auch den Anschluss verpasst.

% Die Unterrichtsstunde moglichst zeitnah nacharbeiten. Fragt man noch am glei-
chen Tag z. B. einen Mitschiiler nach dem verpassten Inhalt, kann sich dieser
vermutlich noch gut an Details erinnern und die Angelegenheit ist dann wohl
in wenigen Minuten geklirt.
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7.2 Anschluss innerhalb eines Themas verpasst

Auch das kann sehr schnell gehen: Gerade eben dachte man noch, man sei im neuen
Thema sehr gut unterwegs und plotzlich hat man eine Aufgabe vor sich, bei der man
einfach nicht weiter weill. Man hat vielleicht den Eindruck, iberhaupt nichts mehr
zu verstehen. Es ist dann sicher eine gute Idee, den Lehrer um Rat zu fragen, aber der
fragt dann zuriick: ,,Was genau hast du denn nicht verstanden? Und dann kommt die
Antwort, mit der das Problem erst richtig Fahrt aufnimmt: ,,Alles.*

Auf der einen Seite kann der Lehrer natiirlich nicht die gesamte Mathematik er-
kldren und er muss eine Antwort schuldig bleiben. Auf der anderen Seite entstehen
solche Probleme aber vor allem deshalb, weil Schiiler keine ausfiihrlichen Losungen
ihrer Aufgaben bekommen, sondern die Losungen im Unterricht besprochen wer-
den. Vielleicht wird eine Losung von einem Schiiler vorgestellt, der erstens nuschelt
und zweitens weder alle Zwischenschritte nennt noch erklért, wie er auf den Lo-
sungsansatz gekommen ist, bis der Lehrer dann unterbricht und anmerkt, einer der
Losungschritte sei falsch. Der Lehrer korrigiert kurz miindlich und weiter geht’s zu
nichsten Aufgabe. Ein Schiiler, der sich von der Besprechung der Aufgabe Klarheit
erhofft hat, hat nun ein paar Stichpunkte und Lésungsfragmente notiert, von denen
er aber nicht weil3, ob sie richtig sind, weil er nicht genau verstanden hat, was der
Lehrer in der miindlichen Korrektur gesagt hat. Das heif3t, der Schiiler hat letztlich
keine verwertbare Information erhalten. Mit einer ausfiihrlichen Musterlosung wére
das nicht passiert.

7.2.1 Was man tun kann

% Verstindnisprobleme sollten immer sofort gekléart werden. Wartet man z. B. bis
kurz vor der Klassenarbeit, haben sich noch viel mehr Probleme aufgetan, die
man dann moglicherweise nicht mehr rechtzeitig 16sen kann.

% Der Frageliste zum Losen von Aufgaben verwenden. Z. B.: Was genau habe
ich nicht verstanden? Bis zu welchem Punkt habe ich alles verstanden? etc.

% Hartnickig bleiben. Dem Lehrer genau sagen, ab welchem Punkt etwas nicht
verstanden wurde. Wenn man mit der Erkldarung des Lehrers nichts anfangen
kann, gerne nochmal nachfragen. Oder Mitschiiler fragen, KI fragen, das Inter-
net fragen etc.

Y Etwas nicht zu verstehen, ist keine Schande. B16d ist nur, etwas nicht zu ver-
stehen und daraus keine Konsequenzen zu ziehen.

7.3 Fehlender Anschluss zu den Grundlagen

In der Mathematik bauen viele Inhalte aufeinander auf. Um quadratische Funktionen
zu verstehen, sollte man schon lineare Funktionen verstanden haben oder um die
Bruchrechnung zu verstehen, sollte man die Grundrechenarten beherrschen.
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Ein Riesenproblem im Matheunterricht ist, dass Schiiler in der weiterfithrenden
Schule oftmals die Bedeutung der Grundrechenarten nicht mehr kennen. Die Schwie-
rigkeit ist hier vor allem: Wenn man z. B. Termumformungen oder Funktionen - die
ja verallgemeinerte Rechnungen sind - nicht versteht, miisste man das Rechnen iiben
und zwar das Rechnen aus der Grundschule. Das macht aber merkwiirdigerweise nie-
mand. Vielleicht liegt das daran, dass alles mit dem Taschenrechner gerechnet wird
und man deshalb glaubt, das Rechnen als Fihigkeit nicht zu benotigen.

7Z.B. wissen Abiturienten oftmals nicht, was subtrahieren ist. Sie konnen nur eine
Rechnung in den Taschenrechner eintippen. Wenn sie z.B. von 100 Erbsen 53 ab-
ziehen, konnen sie mit dem Taschenrechner das Ergebnis 47 produzieren, sie wissen
aber nicht, dass das ungefidhr die Hilfte ist. Es fehlt einfach das Verstindnis von
Quantitdten. Sie wissen z.B. nicht, dass 48 gleich 40 + 8 und auch gleichzeitig 6 - 8
ist. Wie wollen sie dann ein Polynom faktorisieren? Uberhaupt ist ein Polynom et-
was dhnliches wie eine Zahl in Dezimaldarstellung. Wenn man aber gar nicht weil3,
was eine Zahl in Dezimaldarstellung ist, wird es ziemlich schwierig, ein Polynom zu
verstehen. Hier z. B. ein Polynom in x:

9. x*+4. X +8- 22 +3-x'+2:x°
Setzt man x = 10 erhilt man eine Zahl in Dezimalschreibweise:
9-10*+4-10°+8-10°+3-10' +2-10° =94 832

Tatsédchlich ist es fiir Schiiler nicht ganz einfach, Liicken im Lehrstoff selbststin-
dig zu schlieBen, weil sie oft nicht wissen, was Verstdndnis ist, schlieBlich sollen im
Schulunterricht meistens nur die richtigen Ergebnisse hingeschrieben werden. Das
Losen von Aufgaben kann auch mit einer Ersatzstrategie erfolgen, wobei der Schii-
ler aber selten weiB, dass es sich um eine solche handelt. Macht man z. B. Aquiva-
lenzumformungen mit einer Reihe auswendig gelernter Umformungen und versteht
nicht, welchen Sinn diese Methode hat und warum sie funktioniert, kann man kom-
plexe Aufgaben nicht in Teilaufgaben zerlegen, die dann den verschiedenen Themen-
bereichen zugeordnet werden. Diesen Mangel wird man aber kaum bemerken, wenn
man mit einer Ersatzstrategie Gleichungen erfolgreich 16st.

7.4 Das groBe Vergessen nach der Priifung

Hinzu kommt: Alles, was man nach der Priifung wieder vergisst, muss man wieder
lernen, wenn das Nachfolgethema abgepriift wird. Hat man z. B. vergessen, was li-
neare Funktionen sind, muss man das fiir gewisse Losungsmethoden quadratischer
Gleichungen nachlernen. Hat man vergessen, was Steigungsdreiecke sind, muss man
das beim Thema Ableitungen zusétzlich lernen. Schiiler wiederholen keinen Lehr-
stoff, der gerade im Moment nicht besprochen wird. Das ist aber zumindest ineffek-
tiv, denn sie miissen es bei der ndchsten Priifung wieder lernen. Aulerdem hat man
das Problem mit einem neuen Thema, dass man erstmal nichts versteht, weil man
Liicken im Lehrstoff hat. Manchmal weil3 man auch einfach nicht, was einem fehlt.
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Es kann lange dauern, bis man herausfindet, was einem fehlt. So gesehen fingt die
Priifungsvorbereitung schon an, bevor das neue Thema beginnt.

7.4.1 Was man tun kann

% Moglichst frith anfangen, das eigene, individuelle Verstindnis von Mathema-
tik aufzubauen. Dabei konnen die Fragen aus dem Abschnitt ,,Frageliste zum
Verstidndnis* helfen.

% Sobald man etwas Verstanden hat, kann man dieses Verstindnis immer wieder
am Schulunterricht testen: Hilft mir dieses Verstindnis? Kann ich damit den
Anforderungen des Unterrichts gerecht werden? Fiihle ich mich damit wohl,
oder gibt es noch etwas zu kldren, zu erweitern, etc.?

% Man kann an jedem beliebigen Punkt anfangen, individuelles Verstidndnis auf-
zubauen. Wenn man eine Aufgabe nicht versteht, kann man sich fragen: Kenne
ich alle Begriffe, die in der Aufgabe vorkommen? Bauen diese Begriffe auf
anderen Begriffen auf? Kenne ich diese? Gibt es Verfahren, mit denen ich die
Aufgabe 16sen kann? Zu welchem Thema gehoren diese? Bauen sie auf ande-
ren Verfahren auf? usw.

% Was das Rechnen angeht, sollte man beherrschen: Die vier Grundrechenarten
mit natiirlichen Zahlen, mit ganzen Zahlen (also auch den negativen Zahlen),
mit Briichen, mit Dezimalzahlen (setzt die Bruchrechnung voraus), mit Proz-
entzahlen (setzt die Bruchrechnung voraus), mit irrationalen Zahlen usw.

% Das individuelle Verstindnis von Mathematik ist ein Bereich, in dem es Sinn
ergibt, sich mit Mitschiilern zu vergleichen. Es ist eine wertvolle Erfahrung,
zu bemerken, dass jeder Mensch sein eigenes Verstidndnis der Mathematik hat.
Man wird sicher keine zwei Schiiler finden, die ihr Verstindnis eines Themas
genau gleich beschreiben wiirden. Dem anderen Menschen zuzuhoren, sich in
ihn hineinzuversetzen, die eigenen Gedanken am Verstdndnis des anderen zu
schirfen: Das schafft eine starke (Klassen-) Gemeinschaft.
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Die Vorbereitung einer
Mathestunde

Es gibt eine Reihe sehr guter Biicher, die sich mit dem Thema beschiftigen, wie
guter Mathematik-Unterricht aussehen soll. Angefangen von der zugrunde liegen-
den Lern- und Unterrichtsphilosophie tiber die Sozialform der Lernens in der Klasse
und der inneren Differenzierung bis hin zum Deckblatt des Unterrichtsentwurfs der
Priifungsstunde kann man alles fein siduberlich nachlesen. Das liest sich auch alles
hervorragend! Da haben sich sehr viele schlaue Menschen sehr viele Gedanken ge-
macht.

Als jemandem, der nicht unmittelbar im Schulbetrieb steckt, dringen sich mir
dabei folgende Eindriicke auf:

8.1 Hunde dressieren

Lehrer wollen durch die Verwendung geeigneter Unterrichtsmethoden fiir ihre Schii-
ler wirklich den bestmdoglichen Lernerfolg erzielen, kommen aber (fast) niemals auf
die Idee, ihre Schiiler nach deren Meinung zu den Methoden zu fragen. Das erin-
nert mich an das dressieren von Hunden. Auch ein Hundehalter liebt sicher seinen
Hund und er mochte fiir ihn das beste, kime aber trotzdem nicht auf den Gedanken,
den Hund danach zu fragen, welche Dressurmethoden vom Hund erwiinscht sind.
Nun mag ein Hundehalter einwenden, dass man als Mensch schlielich merkt, ob es
seinem Hund gut geht oder nicht.

Eben! Und das denken Lehrer auch: Sie merken, ob es ihren Schiilern gut geht
und zwar ohne die Schiiler zu fragen. Lehrer stellen Schiilern auch Aufgaben, die
mit deren Lebenswirklichkeit zu tun haben - wobei der Lehrer festlegt, was die Le-
benswirklichkeit des Schiilers zu sein hat.

Es gibt eine Stromung in der Medizin, in der der Patient als Experte fiir sich
und sein Leben gesehen wird. Der Arzt hat weiterhin (in den allermeisten Fillen)
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erheblich mehr Fachwissen als der Patient und der Arzt schligt deshalb eine wis-
senschaftlich begriindete Therapie vor, aber der Patient ist derjenige, der - dem Arzt
vertrauend - sich und sein Leben auf diese Therapie einldsst. Wie das genau geht,
weil nur der Patient und er ist somit in dieser Hinsicht ein Experte.

Wir kénnen auch Schiiler als Experten fiir sich und ihr individuelles Verstindnis
sehen. Der Lehrer kann durch sein mathematisches sowie pidagogisch-didaktisches
Fachwissen den Weg weisen, aber nur der Schiiler kann die neue Information, die
er im Unterricht erhilt, in sein eigenes Verstidndnis iibersetzen. Dieser Sichtweise
folgend miisste der Mathe-Unterricht nicht neu erfunden werden, aber die Denkrich-
tung des Lehrers wiirde sich umkehren und ebenso die des Schiilers: Letzterer wiir-
de sich dann nicht mehr fragen: ,,Was will der Lehrer von mir?* oder ,,Was muss
ich hinschreiben?*, sondern er wiirde sich fragen: ,,Wie verstehe ich es denn?*‘ oder
»,Welcher ist mein Weg zum individuellen Verstiandnis der Mathematik?*

8.2 Schone Ideen

In Biichern fiir Referendare werden viele schone Experimente vorgeschlagen. Z.B.
kann man zwei kongruente Dreiecke herstellen, in das eine Dreieck die Seitenhal-
bierenden und in das andere die Winkelhalbierenden einzeichnen, die drei jeweils
entstehenden Dreiecke trennen und diese wiegen. Einmal wird man feststellen, dass
alle kleinen Dreiecke gleich schwer sind; beim anderen Dreieck wird man das nicht
feststellen.

C
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Abb. 8.1 Seitenhalbierende und Winkelhalbierende

Nun wissen Schiiler aber auch, dass sie irgendwann eine Klassenarbeit schreiben
werden. Darin werden Aufgaben vorkommen, die ein eindeutiges Ergebnis haben.
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Sie werden die volle Punktzahl erhalten, wenn die Ergebnisse richtig sind. Vom Aus-
schneiden und Wiegen von Dreiecken wird in der Klassenarbeit keine Rede mehr
sein. Schiiler merken schnell, dass die schonen didaktischen Ideen nichts mit der
Mathe-Note zu tun haben. Schiiler werden also brav mitmachen, es aber trotzdem als
Zeitverschwendung wahrnehmen.

Eine Alternative ist, den Schiilern mehrere Erkldrungs-, Begriindungs- und Ver-
anschaulichungsmoglichkeiten anzubieten und in der Klassenarbeit Fragen zu diesen
Moglichkeiten zu stellen. Z. B. kann in der Klassenarbeit eine bisher nicht bespro-
chene Moglichkeit vorgestellt werden, die dann mit den Moglichkeiten, die im Un-
terricht besprochen wurden, verglichen werden soll. Es konnen Schiiler nach ihrer
personlichen Einschidtzung gefragt werden, nach ihrem personlichen Erleben, ihren
Erfahrungen und ihren Gedanken dazu. Auch wenn es dabei um das personliche
Empfinden geht, kann die Begriindung, warum der Schiiler die eine Moglichkeit fa-
vorisiert und die andere nicht, reichlich mathematisches Wissen und analytischen
Scharfsinn zutage fordern, der dann entsprechend bepunktet werden kann. Dann wé-
re die ,,Mathematik zum Anfassen* nicht nur schmiickendes Beiwerk, sondern prii-
fungsrelevant.

8.3 Schwierigkeiten!

Auch in diesem Zusammenhang sei es nochmals erwihnt: Laut (oft verwendeter)
Theorie muss es in einer Unterrichtsstunde eine Motivationsphase, eine Phase der
Schwierigkeiten und eine Phase der Uberwindung der Schwierigkeiten geben.

Demnach ist es fiir einen Lehrer undenkbar, z. B. am Anfang des neuen Themas
,JLogarithmen* den Schiilern zu sagen, was ein Logarithmus ist, denn es muss ja erst
die Motivationsphase erfolgen. In dieser Phase bekommen Schiiler z. B. unlosbare
Aufgaben. Das sind dann solche Aufgaben, die man nur mit Logarithmen 16sen kann.
Theoretisch sind nun alle Schiiler begeistert und sie mochten unbedingt wissen, was
ein Logarithmus ist. Das wird ihnen aber nicht gesagt, denn jetzt kommt die Phase
der Schwierigkeiten. Der Schiiler bekommt nun eine neue Aufgabe, die die Defini-
tion des Logarithmus nahe legt. Diese Aufgabe muss laut Theorie derartige Schwie-
rigkeiten enthalten, dass mindestens manche Schiiler in der Klasse Fehler machen,
denn wiissten nun alle Schiiler infolge dieser Aufgabe, was ein Logarithmus ist, wére
eine zu einfache Aufgabe gestellt worden! Nun schlieBt sich die Phase der Uberwin-
dung der Schwierigkeiten an, in der Schiiler gestufte Lernhilfen erhalten (z. B. einen
Liickentext oder auch das berithmte fragend-entwickelnde Unterrichtsgesprich), mit
denen sie mehr oder weniger durch raten auf die richtige Losung kommen sollen, in
diesem Fall also auf die richtige Definition des Logarithmus.

Um es ganz deutlich zu sagen: Laut Theorie konnen Schiiler nicht lernen, was ein
Logarithmus ist, wenn der Lehrer ihnen sagt, was ein Logarithmus ist!

RegelmifBig habe ich in meinem Unterricht mit Schiilern zu tun, denen sich ei-
ne solche Vorgehensweise nicht erschliefit. Sie lernen in solchen Unterrichtsstunden
sehr wenig bis gar nichts und fragen mich, was sie denn hitten lernen sollen. Mei-
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stens sind sie dann erstaunt dariiber, dass die Erklirung der eigentlichen Lerninhalte
der Stunde nur zwei bis fiinf Minuten dauert.

Es gibt aber auch ein ganz anderes Unterrichtskonzept: flipped classroom. Grob
gesagt bekommen Schiiler dabei vor der eigentlichen Unterrichtstunde Materialien
ausgehidndigt, mit denen sie die Wissensaneignung in Einzelarbeit vornehmen. In
solchen Materialien wird beispielsweise die Definition des Logarithmus schlicht und
ergreifend genannt. Wenn Schiiler und Lehrer dann zusammenkommen, tauschen sie
ihre Erfahrungen aus, klaren Verstindnisschwierigkeiten und iiben das Gelernte ein.

Mittlerweile gibt es auch Schulen, an denen Schiiler am Anfang eines Halbjahres
alle Unterrichtsmaterialien aller Facher auf ihr digitales Endgerdt bekommen. Schii-
ler konnen so ihre Lernzeiten zum groflen Teil selbst organisieren und z. B. fiir solche
Féacher mehr Lernzeit einplanen, die ihnen nicht so leicht fallen.



Kapitel 9

Jetzt machen wir alles anders

9.1 Matheunterricht indert sich

Die meisten Menschen glauben, Mathematik sei seit Jahrtausenden gleich geblieben
und sowohl die Lehrinhalte im Fach Mathematik wie auch die Unterrichtsmethoden
seien seit Jahrhunderten unverdndert geblieben. Das aber konnte nicht weiter von
der Realitit entfernt sein. Am Mathematikunterricht wird seit Jahrzehnten herumre-
formiert, in Deutschland sogar in jedem Bundesland unterschiedlich. Wer verstehen
mochte, warum unser Bildungssystem so dysfunktional ist, sollte sich auch mit die-
sem Aspekt der Bildungspolitik beschiftigen. Ist man als Schiiler vielleicht mit den
Unterrichtsmethoden des Lehrers unzufrieden, kann man sich gerne mal vor Augen
halten, dass der Lehrer vielleicht gar nicht iiber seine Methoden entscheiden kann,
sondern dariiber von Biirokraten entschieden wird, die schon lange keinen Schiiler
mehr aus der Nidhe gesehen haben.

Es gibt eine berithmte ,,Kartoffel-Aufgabe®, die die Entwicklung des Mathema-
tikunterrichts tiber die letzten Jahrzehnte aufs Korn nimmt. Es gibt viele Versionen
davon, z. B.:

9.1.1 1960 - Hauptschule

Ein Bauer verkauft einen Sack Kartoffeln fiir 50,00 DM. Die Erzeugerkosten betra-
gen 40,00 DM. Berechne den Gewinn.

9.1.2 1980 - Gymnasium

Ein Agrar6konom verkauft eine Menge subterraner Feldfriichte fiir eine Menge G.
G hat die Michtigkeit 20 {||||| [||/| |//|| |||||}- Fiir die Elemente g von G gilt: g =
1 DM. Die Menge E der Erzeugungskosten ist um 4 {||||} weniger michtig als die
Menge G. Zeichne das Bild der Menge E als Teilmenge der Menge G und gib die
Losungsmenge IL zur folgenden Frage an: Wie michtig ist die Gewinnmenge?
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9.1.3 1985 - Freie Waldorf-Schule

Male einen Sack Kartoffeln und singe ein Lied dazu.

9.1.4 1990 - Integrierte Gesamtschule

Ein Bauer verkauft einen Sack Kartoffeln fiir 50 DM. Die Erzeugerkosten betragen
40 DM, der Gewinn ist 10 DM. Aufgabe: Unterstreiche das Wort Gewinn und disku-
tiere mit deinem Nachbarn dartiber.

9.1.5 2020 - Gymnasium Berlin

Um die Gefiihle einiger Person:innen der Quechua und Atacameio nicht zu verlet-
zen, sind Kartoffeln verboten worden.

In Deutschland gibt es alle naselang neue Ideen und/ oder Vorschriften, wie Ma-
thematikunterricht stattzufinden habe. Es fing mit der Mengenlehre in den 1970er
Jahren an. Uber Jahrzehnte wurde das dreigliedrige Schulsystem diskutiert ebenso
wie die Verldngerung der Grundschule auf sechs Jahre. Es gab Gesamtschulen und
die Verldngerung der Schulzeit. Dann kam der PISA-Schock und nun musste alles
ganz schnell gedndert werden. Es gab G8 und G9, Kompetenzorientierung, Lern-
gelegenheiten statt Unterricht, Inklusion, Digitalisierung und allerlei pddagogisch-
didaktische Moden wie Gruppenunterricht, entdeckendes Lernen, konstruktivisti-
scher Unterricht, Stationenlernen, Portfolios, Storytelling, Lernumgebungen in Schul-
biichern (siehe dazu auch im Abschnitt ,,Schulbiicher*) usw. Die Kernlehrplidne der
KMK (Kultusministerkonferenz) werden umfangreicher, repetitiver und schriller: Im
neuesten Entwurf vom 23.01.2023 steht: ,,Unterricht in Mathematik muss geschlech-
tersensibel gestaltet werden, ...“. AuBlerdem soll der Mathematikunterricht auch zu
anderen Aufgaben Beitrédge leisten, dazu z&hlen

e Menschenrechtsbildung,

Werteerzichung,

politische Bildung und Demokratieerziehung,

Bildung fiir die digitale Welt und Medienbildung,

Bildung fiir nachhaltige Entwicklung,

geschlechtersensible Bildung,

kulturelle und interkulturelle Bildung.

Kernlehrplan fiir die Sekundarstufe II Gymnasium / Gesamtschule in Nordrhein-
Westfalen Mathematik (Entwurf Verbindebeteiligung, 23.01.2023).!

Thttps://www.schulentwicklung.nrw.de/ lehrplaene/upload/klp_SII/m/gost_m_klpentwurf_ vb_2023_01_24.pdf
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Wenn man sich unter Mathe-Lehrern umhort, wird man wohl keinen einzigen
finden, der ein Problem mit binomischen Formeln hat, weil diese nicht demokratisch
genug sind oder dem der Satz des Pythagoras nicht geschlechtersensibel genug ist.
Da der Niedergang des deutschen Bildungssystems offensichtlich ist und weder von
Wissenschaftlern noch von Politikern bestritten wird, meinen Bildungsminister und
Bildungsministerinnen, Aktionismus verbreiten zu miissen. Allerdings haben sie er-
stens keine guten Verbesserungsvorschlige und konnen (oder wollen) zweitens nicht
die eigentlichen Probleme wie z. B. die Uberbiirokratisierung der Lehrtitigkeit oder
die padagogisch-didaktische Giangelung der Lehrer angehen. So fliichten sie sich in
wohlfeile Worthiilsen (digitale padagogische Inhaltskompetenz als Kernkompetenz
einer entsprechend des DPCK-Modells professionalisierten Lehrkraft) oder toxische
Bildungsideologien, mit denen sie dem woken Zeitgeist hinterherlaufen wollen. Das
treibt dann mitunter solch absonderliche Bliiten, wie der 6ffentlich diskutierte Vor-
schlag, allen Referendaren den Besuch eine NS-Gedenkstitte vorzuschreiben.

Offenbar trauen die Bildungsministerien ihren Lehrern nicht iiber den Weg. Mit
jeder Reform werden entweder bestehende Vorschriften kleinteiliger oder es kom-
men weitere Vorschriften hinzu. Auf Bundesebene wird 6ffentlichkeitswirksam an-
gekiindigt, man wolle nun Mathe-Lehrer durch Fortbildungen qualifizieren. (Kénnen
Lehrer bisher eigentlich gar nicht unterrichten?) In einem neu aufgelegten Zehnjah-
resprogramm kann man sich als Lehrer zunédchst als Multiplizierende qualifizieren
lassen oder sich jetzt schon als Multi fiir sein Bundesland bewerben oder nach einem
Jahr Wartezeit mit einem Team aus der Schule an den Fortbildungen durch qualifi-
zierte Multiplizierende teilnehmen.

Alles klar?

Immer wieder hort man von Lehrern, dass sie sich wiinschen, einmal einen einzi-
gen Jahrgang von der 5. Klasse bis zum Abitur nach einem einzigen System durchun-
terrichten zu kénnen, ohne durch Direktiven aus der Schulverwaltung dazu gendotigt
zu werden, im Galopp die Pferde zu tauschen.

Hierzu noch zwei Zitate aus der Kritischen Stellungnahme zur Kompetenzorien-
tierung von 2017:2

Die Uberfrachtung der Schulen mit immer neuen Reformen ohne Plan
muss aufhoren. Die angefangenen und nur wenig durchdachten Konzepte
beispielsweise der Inklusion und Digitalisierung werden ohne Einbezie-
hung derer, die das Alltagsgeschift an den Schulen bewiltigen, verord-
net. Es ist nicht zu erwarten, dass sich die Unterrichtsqualitdt generell
oder speziell in Mathematik verbessert, wenn man Lehrern stindig neue
gesellschaftliche Aufgaben aufbiirdet, fiir die auch die Politik selbst keine
Losungen bereit hiilt; ...

Und auflerdem aus dem zweiten Brandbrief von Baumann/ Schwenk/ Spindler
(zusammen mit vielen weiteren Unterzeichnern) an die KMK:3

Zhttps://angewandte-didaktik.mathematik.uni-mainz.de/files/2019/05/2017-08-28-Kritische-Stellungnahmer-
zur- Kompetenzorientierung.pdf
3https://bildung-wissen.eu/wp-content/uploads/2020/03/Brief-an-die-KMK_2020-03-05pdf.pdf
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Die Uberfrachtung der Schulen mit immer neuen Reformen, die den Lehr-
kriften aufoktroyiert und noch nicht einmal in Pilotprojekten getestet
werden, muss aufhoren. Es ist nicht zu erwarten, dass sich der Mathema-
tikunterricht von Grund auf verbessert, wenn man biirokratische Instru-
mente wie die sogenannte Qualitétssicherung, stindige Vergleichstests
oder die Einrasterung von Abituraufgaben in ein Kompetenzschema an-
ordnet ... . Eine deutliche Verbesserung ist allerdings moglich, wenn Schii-
ler geniigend Mathematikunterricht erhalten — durchgéngig mindestens
vier Wochenstunden; siehe auch die erste Forderung in dem Malnah-
menkatalog der Verbénde ... .

Indessen sind die Losungen dieser Probleme ungemein einfach: Weniger Biiro-
kratie, weniger Einmischung von ,,oben*. Die Schulen vor Ort entscheiden iiber ihre
Belange. Die Lehrer entscheiden tiber ihren Unterricht. Forderlich ist sicher auch
ein konstruktiver und wertschitzender Austausch unter den Lehrern, wie es in vielen
Lindern der Welt iiblich ist.

Schon in der Meta-Meta-Studie von John Hattie ,,Visible Learning* von 20094,
in der 800 Meta-Studien zur Unterrichtsqualitit weltweit untersucht wurden, gab es
(neben vielen anderen Erkenntnissen) ein zentrales Ergebnis: Die Qualitdt des Un-
terrichts hidngt zum ganz groBen Teil vom Lehrer ab, genauer gesagt von dessen
Glaubwiirdigkeit und Authentizitét. Jedes Hineinregieren von Biirokraten in die Un-
terrichtstitigkeit eines Lehrers untergrébt als erstes genau diese beiden Eigenschaf-
ten.

“https://apprendre.auf.org/wp-content/opera/13-BF-References-et-biblio-RPT-2014/Visible%20Learning
_A%20synthesis%200r%200over%20800%20Meta-analyses %20Relating%20to%20Achievement_Hattie
9%20J%202009%20...pdf



Kapitel 10

Schulbiicher

Im Jahr 2008, als meine Videos noch recht neu waren, schrieb ich Schulbuchverlage
an, um Moglichkeiten der Zusammenarbeit zu besprechen. Im Zuge dessen sprach
ich mit Entscheidungstrigern eines sehr groen deutschen Verlags auch tiber Schul-
biicher. Man sagte mir: ,,Wir wiirden gerne gute Schulbiicher machen, aber dann
kriegen wir sie nicht genehmigt.*

Spontan konnte man wohl davon ausgehen, deutsche Mathematikschulbiicher
beinhalteten die prézisesten Definitionen, die elegantesten Formulierungen mathe-
matischer Lehrsétze, die verstdndlichsten Erkldrungen, die intuitivsten Veranschau-
lichungen, die genialsten Beweise und die instruktivsten Ubungsaufgaben, die deut-
sche Didaktiker der Mathematik ersinnen konnten. Aber erstens ist das nicht so und
zweitens soll das auch nicht so sein. Schulbiicher sind nicht als gute Lehrbiicher
gedacht, sondern als Aufgabensammlungen (ohne Losungen, versteht sich), oder be-
stenfalls noch als Bereitstellung von Lerngelegenheiten. Das kann man schon daran
erkennen, dass diese Biicher noch nicht einmal auf mathematische Richtigkeit hin
iberpriift werden. Gepriift wird von ein paar Lehrern tatsédchlich nur, ob die Inhalte
im Buch sich der von der Kultusministerkonferenz festgelegten didaktischen Ideolo-
gie unterwerfen, das heilt z. B., ob sich alle Inhalte in das Korsett der prozessbezo-
genen Kompetenzen

argumentieren, kommunizieren, Probleme 16sen, darstellen, mit Objekten
umgehen und mit Medien arbeiten

und der inhaltsbezogenen Kompetenzen

an den Leitideen Zahl und Operation, Groen und Messen, Strukturie-
ren und funktionaler Zusammenhang, Raum und Form sowie Daten und
Zufall

in festgelegter Weise einordnen lassen. Dafiir erhalten die priifenden Lehrer eine
Aufwandsentschidigung, die fiir eine griindliche Priifung zu der z. B. auch das Durch-
rechnen aller Ubungsaufgaben gehoren wiirde, viel zu gering ist und gerade einmal
das fliichtige Lesen ermdglicht.
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Ein Blick auf die international verwendeten Schulbiicher l4dsst ein Schema erken-
nen. Am Anfang eines Kapitels stehen kurze Erkldrungen, warum der neue Lehrstoff
wichtig ist und wie dieser auf dem vorherigen Lehrstoff aufbaut. Dann folgt der
Lehrstoff und danach wird das Thema an durchgerechneten Beispielaufgaben ent-
wickelt. AnschlieBend gibt es viele Ubungsaufgaben mit vollstindigen Losungen. In
deutschen Schulbiichern ist das anders. Z. B.: Am Anfang eines Kapitels mischen I1-
ham und Mohammed Fruchtsifte. Dann soll in der Klasse gefragt werden, wer alles
Fruchtsifte mag und welche das genau sind. Es dauert dann eine Weile, bis Schii-
ler erkennen konnen, dass es z. B. um Bruchrechnung geht. Wenn man Gliick hat,
steht im Buch dann irgendwo noch der mathematische Kern des ganzen, z. B., wie
man Briiche multipliziert. Es gibt aber auch Mathe-Biicher, in denen selbst das nicht
steht!

Ist der Schiiler bis dahin vorgedrungen, muss er die moglicherweise recht char-
mante Idee, die Bruchmultiplikation mit Hilfe des Mischens von Fruchtsiften ein-
zufiihren, schnell wieder vergessen, weil es im weiteren Unterrichtsverlauf nur noch
darum gehen wird, die richtigen Ergebnisse von Aufgaben hinzuschreiben, die ganz
anderen Schemata folgen als dem Experimentieren mit Fruchtsiften.

10.1 1In Schulbiichern wird (fast) nichts erkléirt

Wie schon erwihnt, sollen deutsche Mathematik-Schulbiicher keine Lehrbiicher sein.
Um es ganz deutlich zu machen: Diese Schulbiicher sind so geschrieben, dass ein
Schiiler, wenn er diese Biicher liest, Mathematik nicht versteht! Und als ob das
nicht schon verriickt genug wére, ldsst sich ein solches Vorgehen auch noch begriin-
den: Wiire ein Schulbuch ein Lehrbuch, konnten Schiiler Mathematik auch ohne den
Schulunterricht verstehen und sie passten im Unterricht dann nicht mehr auf.

Man mache sich klar, welches Bildungsziel dahinter steckt: Es geht eben nicht
darum, dass Schiiler Mathematik verstehen, sondern dass sie im Unterricht aufpas-
sen. Konkret soll also ein Mensch geformt werden, der mit gespitzten Ohren brav im
Unterricht sitzt, sich schon meldet und alles macht, was der Lehrer will - mal poin-
tiert formuliert. Ich personlich bin davon iiberzeugt, dass dahinter keine Verschwo-
rung steckt. Solch ein Menschenbild wird allein schon durch die Eigendynamik eines
iiberbiirokratisierten Verwaltungsapparates, der unser deutsches Bildungssystem ist,
erzeugt.

Nun mochten Schiiler aber dennoch Erkldrungen haben und finden sie zuhauf im
Internet. Meistens sind diese Erkldarungen nicht nur schlecht, sondern auch falsch.
Jeder halbwegs seriose Schulbuchverlag konnte bessere Erkldrungen anbieten. Aber
wie schon eingangs dieses Kapitels erwihnt, wiirde ein Buch mit solchen Erklarun-
gen nicht genehmigt werden. Fiir Schiiler ist selbstverstindlich sehr drgerlich, dass
Verlage zumindest einen Teil ihres Kerngeschifts YouTubern iiberlassen miissen, die
von Tuten und Blasen keine Ahnung haben oder deren Geschéftsmodell sogar darin
besteht, Schule schlecht zu reden.

Ich habe immer wieder mit Lehrern iiber dieses Thema gesprochen, auch z. B.



10.1. IN SCHULBUCHERN WIRD (FAST) NICHTS ERKLART 87

dariiber, in Online-Schulbiichern 2 - 3 unterschiedliche Erkldarungen eines Sachver-
halts optional anzubieten. Selbst wenn diese Erkldrungen nicht abgepriift werden,
wire es - meiner Meinung nach - eine Moglichkeit, Schiilern, die sich fiir Mathe-
matik interessieren, ein verniinftiges Angebot zu machen. Lehrer entgegneten mir
daraufhin, erstens interessiere die Schiiler ,,sowas‘ nicht und zweitens seien sie nicht
in der Lage, die fiir sie passende Erkldrung aus mehreren Moglichkeiten auszuwih-
len.

Tatséchlich zeigen aber die Aufrufzahlen im Netz, dass erstens sich Schiiler sehr
wohl fiir Erkldrungen interessieren und zweitens, dass sie sich offensichtlich aus
einem Angebot von hunderten bis tausenden von Erkldrungen in Videos eine aussu-
chen konnen.

Es gibt die Schulbuchreihe ,,Lernumgebungen®, in der nicht nur keine Erkldrun-
gen stehen, sondern auch (zum grofB3en Teil) keine Definitionen, keine Lehrsétze und
auch keine durchgerechneten Beispielaufgaben. Jede Doppelseite bildet einen sachli-
chen Zusammenhang, der aber oftmals nicht mit mathematischen Begriffen bezeich-
net wird. Hier ein paar Uberschriften der Lernumgebungen aus dem Mathematikbuch
9 von Walter Affolter und anderen' :

Zu frith geboren

Vom Leben am Vierwaldstittersee

Genau!

Paris

Wir finden auch noch bei Walter Affolter (und anderen) im Mathematikbuch 82
folgende Uberschriften:

Nebenjobs

Aufwirts - abwirts

e AHA!
Gelsenkirchen

entwicklung (SIC!) von zwei bis acht
e ... und dreht und dreht ...

Aufeinander folgende Doppelseiten bauen zudem thematisch nicht aufeinander
auf. Die Lehrinhalte sind also ohne erkennbare Ordnung auf die Buchseiten verteilt.

Einer der zentralen Begriffe der Schulmathematik ist der Begriff ,,Term*. Deshalb
mag man eine besonders sorgfiltige Definition erwarten.

Die meisten Unterrichtswerke, die ich daraufhin untersucht habe, fithren das Wort
»Term‘ im Stichwortverzeichnis auf. Auf der angegebenen Seite wird dann das Wort
,» lerm* mehrfach erwihnt und es gibt auch sehr viele Aufgaben und Bildchen und

! Affolter et al., Das Mathematikbuch 9, NRW, 1.Aufl., Stuttgart, Leipzig 2010
2Das Mathematikbuch 8, Lernumgebungen, NRW; Affolter et al., Ernst Klett Verlag, Stuttgart 2010
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Erkundungen dazu - nur eben keine Erkldrung und schon gar keine Definition. Re-
gelmiBig wird auf dieser Seite dieser Fachbegriff nicht erstmalig im Buch erwihnt,
sondern man findet ihn viele Seiten vorher in einem Kapitel mit einem ganz anderem
Thema - selbstverstidndlich auch ohne Erklédrung.

Im Lambacher Schweizer 7° finden wir eine Abbildung von zu Dreiecken ange-
ordnete Streichholzer und folgenden Text:

L] ¢ [ ¢ ¢ ¢ ¢ 4

- - - - - -
Streichholz von Sinisa Maric, Pixabay

Abb. 10.1 Streichhélzer

,»--. Man kann jedoch entdecken, dass zwischen der Anzahl der Dreiecke und der
Anzahl der Streichhdlzer ein Zusammenhang besteht. Dieser kann in einem Term
formuliert werden.*

Im weiteren Verlauf finden wir auch noch ein Beispiel eines Terms: ,,3+ (4 —1) -
o

Das ist alles an Erkldrungen. So kann man Mathematik nicht verstehen!

In anderen Schulbiichern geht es doch auch, z. B. im Mathematikbuch 74:

Terme sind Rechenausdriicke aus Zahlen, Rechenzeichen und evtl. Klam-
mern. Manchmal stehen auch Variablen (Buchstaben) fiir Zahlen. Die Ge-
setze, die fiir das Rechnen mit Zahlen gelten, gelten auch fiir das Rechnen
mit Termen.

Fiir meinen Geschmack kommt hier zu wenig zum Ausdruck, dass Terme Kombi-
nationen aus Zahlen, Variablen und Rechenzeichen sind, die man ausrechnen kann,
aber zumindest gibt es eine Erklidrung dieses Begriffs. Auerdem wird das Wort ,,Re-
chenausdriicke* verwendet, welches - wenn man so will - die Ausrechenbarkeit in
gewisser Weise enthilt.

Nun briuchte man nur noch ein paar Beispiele und Gegenbeispiele und Schiiler
konnten sogar etwas verstehen. Die Beispiele sind in diesem Zusammenhang des-
halb nétig, weil aus den Definitionen meist nicht deutlich genug hervorgeht, dass
auch einzelne Zahlen und einzelne Variablen Terme sein sollen. Solche Beispiele
werden in ,Basis Mathematik 7°> genannt. AuBerdem finden wir dort folgende Ge-
genbeispiele: ,2+)3; 1+—-2;a— (b+c¢; 3+ (24 1(¢

Eine ,,Fast-Definition* steht in ,,Zahlen und GroBen 7¢C:

3Blank et al., Lambacher Schweizer 7, Mathematik fiir Gymnasien, Nordrhein-Westfalen, Ernst Klett Verlag,
Stuttgart Leipzig, 1. Aufl., 2015, S. 112

4 Affolter et al., Das Mathematikbuch 7, Lernumgebungen, Ernst Klett Verlag, Stuttgart Leipzig, 1. Aufl., 2010,
S. 86

SRoth, Dieter, Basis Mathematik 7, Bayerischer Schulbuch-Verlag, Miinchen, 1. Aufl., 1991, S. 6

6Koullen/ Wennekers (Hrsg.), Zahlen und Grofien 7, Gesamtschule Nordrhein-Westfalen, Berlin, Cornelsen Ver-
lag, 2015, S. 170
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Ausdriicke mit Variablen, Zahlen und deren Verbindungen mit Rechen-
zeichen nennt man Terme.

So, wie das da steht, ist es leider falsch, denn es fehlt der Zusatz: ... wenn man die
Ausdriicke ausrechnen kann (wenn man fiir die Variablen Zahlen einsetzt). Wenn
dieser Halbsatz noch dort gestanden hitte, wire es eine fast perfekte Definition ge-
wesen.

Wie wir feststellen, ist die Definition eines Terms kein Hexenwerk - auch nicht fiir
Schiiler einer 7. Klasse. Warum solche Definitionen in einigen Schulbiichern absicht-
lich weggelassen werden, kann ich nicht nachvollziehen. Dabei geht der angerichtete
Schaden weit tiber das Thema hinaus: In der Mathematik haben alle Fachbegrifte
(mindestens) eine Definition. Das ist ein wichtiger Teil der Klarheit und Exaktheit
der Mathematik und der mathematischen Denkweise. Wenn Schiiler gar nicht wis-
sen, dass es Definitionen gibt, werden sie niemals mathematisch Denken kénnen und
somit auch Mathematik niemals verstehen konnen.

10.2 Falsche Mathematik

Das, was unterrichtet wird, in Schulbiichern vorkommt oder im Abitur abgefragt wird
ist zum Teil mathematisch falsch. Das ist vielleicht schwer vorstellbar. Wir werden
aber anhand einiger Beispiele sehen, wie schlimm die Lage tatsdchlich ist. Dass es
auf diese Weise Schiilern unméglich gemacht wird, Mathematik zu verstehen, bedarf
wohl keiner weiteren Erklarung.

Schauen wir uns eine Aufgabe einmal genauer an. Sie ist aus ,,Das Mathematik-
buch 8 von Walter Affolter (und anderen).’

.Nimm an, Wissenschaftler hitten Mause geziichtet, die bei einer Abzweigung
in einem Dirittel der Fille nach links abbiegen und in zwei Drittel der Fille nach
rechts abbiegen. 18 000 dieser Miuse werden nun in das links stehende Labyrinth
geschickt.

a. Wie viele Miuse wiirden bei welchem Endpunkt vermutlich etwa herauskom-
men?

b. Wie grof3 wire die relative Haufigkeit, mit der die Méuse aus den verschiedenen
Lochern jeweils herauskommen?

c. Wie gro3 wiren die Wahrscheinlichkeiten, mit denen eine einzelne Maus aus
den jeweiligen Lochern wieder herauskommen wiirde?*

Links des Aufgabentexts ist noch eine Zeichnung zu finden, die so aussieht wie
die folgende Zeichnung.

7 Affolter et al., Das Mathematikbuch 8, Lernumgebungen, NRW; Ernst Klett Verlag, Stuttgart 2010, Seite 71,
Lernumgebung 31, Gesetze des Zufalls
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Abb. 10.2 18 000 Miuse

In dieser Aufgabe sind gleich mehrere Fehler zu finden:

1. Wie konnen wir uns Méuse vorstellen, die in einem Drittel der Fille nach links
abbiegen? Gehen wir von einer einzigen Maus aus, die vor einer Abzweigung
steht: Wie kann diese Maus bewerkstelligen, in einem Drittel der Félle nach
links abzubiegen? Denkbar ist folgende Situation: Die Maus wird mehrmals
vor eine Abzweigung gestellt und sie merkt sich, wie oft sie wie abbiegt. Wenn
sie beim ersten Mal vor einer Abzweigung steht, geht sie, wohin sie will. Ist
sie nach links abgebogen, wird sie dann die nédchsten beiden Male nach rechts
abbiegen. Oder wenn sie beim ersten Mal nach rechts abbiegt und beim zweiten
Mal nach links abbiegt, wird sie beim dritten Mal wieder nach rechts abbiegen.
Aber im Ernst: So etwas machen Méuse nicht. Wenn eine Maus am Montag
zweimal vor eine Abzweigung gestellt wird und am Freitag ein drittes Mal,
wird sie sich am Freitag wohl kaum daran erinnern, wohin sie am Montag
abgebogen ist. Doch selbst wenn sie sich erinnern konnte: Welche Motivation
sollte eine Maus haben, am Freitag so abzubiegen, dass sie genau das Verhiltnis
ein Drittel zu zwei Dritteln einhilt?

2. Stellen wir uns nun eine Maus vor, die sich Notizen macht, um auch am Freitag
Zu wissen, wie genau sie am Montag abgebogen ist, dann ist aber nicht klar,
wie ein Drittel der Fille berechnet werden soll, wenn die Maus viermal oder
siebenmal abbiegt. Auch wenn wir nur dann Drittel berechnen wollen, wenn die
Anzahl der Fille durch 3 teilbar ist, bleiben Fragen offen: Angenommen, eine
Maus biegt erst zweimal nach links ab und dann viermal nach rechts. Dann
ist sie zwar eindeutig in einem Drittel dieser 6 Fille nach links abgebogen,
betrachten wir aber nur die ersten 3 Fille, ist sie nicht in einem Drittel der
Fille nach links abgebogen. Oder nehmen wir an, die Maus biege sechsmal
hintereinander nach links ab: Ist es in diesem Moment dann eine Maus, die in
einem Dirittel der Fille nach links abbiegt, nur weil sie vor hat, die nichsten 12
Male nach rechts abzubiegen?

3. Da in der Aufgabenstellung im Anschluss von 18000 Miausen die Rede ist,
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konnte mit ,,in einem Drittel der Fille* auch gemeint sein, dass sich die Miu-
se untereinander absprechen, wer in welche Richtung geht. Ok, jetzt wird es
albern. Fazit: Es gibt keine Méuse, die in einem Drittel der Fille nach links
abbiegen. Und weil in der Aufgabe nicht gesagt wird, was Fille sind und wie
Drittel unter diesen Umstidnden berechnet werden sollen, konnen nicht einmal
vernunftbegabte Menschen passend zum Aufgabentext abbiegen.

4. Hier wird versucht, eine Anwendungsaufgabe zu formulieren. Wihrend wir
bei den Wissenschaftlern, die Mause ziichten, wohl noch mitgehen, wird die
Fantasie bei dem Ziel der Ziichtung - ndmlich ein Ein-Drittel-Zu-Zwei-Drittel-
Verhalten an Abzweigungen zu erzeugen - schon stirker gefordert. Grotesk
wird es allerdings bei der Anzahl der Méuse: Kein Labor der Welt hilt 18 000
Miuse, um deren Verhalten zu studieren! Es ist gut und schon, Anwendungs-
aufgaben zu stellen, die mit der Lebenswirklichkeit der Schiiler zu tun haben.
Aber dann miissen diese Aufgaben auch realistisch sein, um keine Falschinfor-
mationen zu verbreiten.

5. Vielleicht gibt es aber noch viel mehr Miuse als die 18000 und die Mause
leben auch gar nicht im Labor, sondern Wissenschaftler haben eine neue Méu-
seart - nennen wir sie Vertere Musculus - geziichtet, die in freier Wildbahn
lebt. Man konnte nun quer durch den Lebensraum einer Population einen Zaun
aufbauen, der von den Méusen nur durch Labyrinthe der abgebildeten Bau-
art passiert werden kann. Dann kdnnte man durchaus 18000 Méuse in Laby-
rinthen beobachten. Aber was bedeutet dann ,.,ein Drittel der Falle* auf die
Mauseart Vertere Musculus bezogen? Tréigt denn jede Maus eine Ein-Drittel-
Links-Abbiege-Wahrscheinlichkeit in sich? Und die macht sich dann genetisch
bemerkbar, sodass sie weitervererbt werden kann?

6. Kommen wir zur Sprache: Im ersten Satz steht das Wort ,hitten®, also Kon-
junktiv II von ,,haben®. Wenn wir aber etwas annehmen, sind wir nicht mehr in
einer irrealen oder hypothetischen Situation, sondern wir nehmen an, die Wis-
senschaftler haben Miause geziichtet. Nun kdnnte man einwenden, der Autor
wolle durch die Verwendung des Konjunktiv II deutlichen machen, dass trotz
der Aufforderung an den Leser, etwas anzunehmen, die angenommene Situa-
tion weiterhin hypothetisch bleibt und eben nicht real ist. Gut, dann hétte aber
die gesamte Aufgabe im Konjunktiv II formuliert werden miissen. Aber im
zweiten Satz sind wir wieder im Indikativ, denn da werden die Miuse durch
das Labyrinth geschickt.

7. Bleiben wir bei der Sprache: Im Aufgabenteil a wird danach gefragt, wie viele
Miuse herauskommen wiirden. Wir sind also im Konjunktiv II Futur I. Diese
Frage konnte man beantworten, wenn die Miuse vorher geschickt worden sein
wiirden - also Konjunktiv II Futur II Vorgangspassiv. Da die Méuse aber real im
Indikativ geschickt werden, kdnnen sie nicht im Konjunktiv II herauskommen!

8. Noch wilder wird es in Aufgabe b: Es wird gefragt, wie groB3 die relative Hiu-
figkeit wdre (Konjunktiv II Prisens), mit der die Méuse herauskommen (Indi-
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kativ Prisens). Das geht nicht! Entweder miissen beide Verben im Indikativ
oder beide Verben im Konjunktiv stehen.

Im obigen Satz ist zudem die Zeit falsch: Im Aufgabentext heif3t es, die ,,Mé&use
werden nun ... geschickt”. Wenn also das Schicken der Méuse in das Labyrinth
im Prisens stattfindet, werden die Mause im Futur das Labyrinth verlassen.
Man muss also fragen, wie grol3 die relative Haufigkeit sein wird, wenn die
Méuse herauskommen werden.

AuBerdem ist in diesem Satz von Lochern die Rede, die in Aufgabe a noch End-
punkte waren. Auch wenn die meisten Schiiler wohl erkennen werden, dass in
diesem Fall Locher und Endpunkte dieselben Dinge sein sollen, ist eine solche
Nachlidssigkeit den Schiilern gegeniiber schébig.

In Aufgabenteil ¢ kommt eine Maus wieder heraus, ohne vorher schon einmal
herausgekommen zu sein. Sicherlich: Umgangssprachlich sagt man, man gehe
hinein und komme wieder heraus - auch wenn es sich um einen einmaligen
Vorgang handelt. Aber in einem mathematischen Text muss man sich iiber die
denotative Bedeutung des Wortes ,,wieder” im Klaren sein, vor allem dann,
wenn das einfache Weglassen des Wortes das Problem behebt.

In diesem Aufgabenteil sind zudem die Zeiten falsch: Es wird danach gefragt,
wie grofl Wahrscheinlichkeiten wdren (Présens), wenn eine Maus herauskom-
men wiirde (Futur). Ich weil3 nicht, ob es solche Konstellationen in diesem
Universum geben kann, aber es iiberraschte mich schon sehr, wenn die heuti-
ge GroBe einer Wahrscheinlichkeit von dem zukiinftigen Verhalten einer Maus
abhinge.

Weiter zu den mathematischen Fehlern: Wie wir schon besprochen haben, kann
es Miuse, die in einem Dirittel der Fille etwas machen, nicht geben. Lassen wir
doch einfach mal die Fantasie spielen und stellen uns trotzdem 18000 Mé&use
vor einer Abzweigung vor, von denen zwei Drittel nach rechts gehen. ,,Zwei
Drittel soll sich also auf die Anzahl der Miuse beziehen, die vor einer Ab-
zweigung stehen. Dann gehen % -18000 = 12000 Miuse an der ersten Ab-
zweigung im Labyrinth (siehe Abb. 10.2) nach rechts. Von denen gehen dann
an der zweiten Abzweigung zwei Drittel wieder nach rechts und somit verlas-
sen % -12000 = 8000 Miuse das Labyrinth am Endpunkt A. Leider konnen
wir mit dieser Interpretation aber Aufgabenteil a nicht 16sen, denn es wird da-
nach gefragt, wie viele Miuse vermutlich etwa an einem bestimmten Endpunkt
herauskommen. Wenn aber zwei Drittel der Miuse jeweils nach rechts gehen,
kommen am Punkt A sicher genau 8000 Miuse heraus.

Ich vermute, dass Angaben wie ,,in einem Drittel der Fille* als Wahrschein-
lichkeit interpretiert werden soll. Das ergibt aber aus mehreren Griinden keinen
Sinn. Eine Maus kann als Lebewesen keine ,,Links-Abbiege-Wahrscheinlichkeit*
in sich tragen. Die Autoren verfallen hier auf die Idee, eine Wahrscheinlich-
keit als Propensitit zu verstehen, also eine von Karl Popper vorgeschlagene
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quasi-physikalische Eigenschaft, die Objekte in sich tragen kénnen und die
man vielleicht mit Verwirklichungstendenz iibersetzen kann. Die Wahrschein-
lichkeit von einem Sechstel, dass z. B. die Seite mit der Augenzahl 4 eines
fairen Wiirfels nach einem Wurf des Wiirfels oben liegt, ist dann die in den
Wiirfel eingebaute Verwirklichungstendenz. Ist diese Propensitét schon bei un-
belebten Objekten problematisch, so ist sie fiir Lebewesen génzlich ungeeignet.
Popper ging es gerade um einen objektivistischen Wahrscheinlichkeitsbegriff,
bei dem Subjekte nichts verloren haben.

Bemiihen wir aber weiter unsere Fantasie und stellen uns Méause vor, die tat-
sdchlich mit einer Wahrscheinlichkeit von zwei Dritteln an Abzweigungen nach
rechts gehen. Dann kdnnen wir z. B. ausrechnen, mit welcher Wahrscheinlich-
keit von 100 dieser Méuse 60 nach rechts gehen. Wir konnen auch ausrechnen,
mit welcher Wahrscheinlichkeit 61 oder 62 oder 15 nach rechts gehen. So et-
was macht man in der Schulmathematik beim Thema ,,Binomialverteilungen®.
Was wir aber nicht konnen, ist voraussagen, wie viele Méduse nach rechts gehen
werden. Wir konnen auch nicht voraussagen, wie viele vermutlich nach rechts
gehen werden oder wie viele efwa nach rechts gehen werden. Hellsehen gehort
nicht zur Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Laut Begleitband soll fiir den Endpunkt A die Zahl 8 000 herauskommen, ver-
mutlich durch die Rechnung % . % -18000. Den mathematischen Zusammen-
hang kann man sich dabei so vorstellen: Wir interpretieren die zwei Drittel als
Wahrscheinlichkeit und das Labyrinth als Baumdiagramm eines zweistufigen
Zufallsversuchs. Aufgrund der Pfadmultiplikationsregel konnen wir dann fiir
den Ausgang A die Wahrscheinlichkeit % : % = % berechnen. Wir definieren nun
einen neuen Zufallsversuch mit den Ausgingen A und A. Das ist ein Bernoulli-
Versuch mit den Ergebniswahrscheinlichkeiten P(A) = 5 und P (A) = 3. Wird
dieser Versuch 18000-mal durchgefiihrt, entsteht eine binomialverteilte Zu-
fallsgroBe X deren Erwartungswert E(X) wir mit E(X) = 18000 5 = 8000
bestimmen konnen.

Das ist zwar alles mathematisch richtig, aber fiir die 8. Klasse ist das zu an-
spruchsvoll.

In der 8. Klasse kann man aber einfach einen Zufallsversuch mehrmals durch-
fiihren und dann die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses mit der Anzahl der
Durchfithrungen multiplizieren. Mit einem geeigneten Ereignis und einer ent-
sprechenden Anzahl von Wiederholungen kime man dann wieder auf die Rech-
nung g - 18000 = 8000. Keinesfalls kann dieser Wert aber interpretiert werden
als Anzahl, mit der das Ereignis vermutlich etwa bei 18 000-facher Wiederho-
lung auftreten wird.

Zu Aufgabenteil b: Das Wort ,,jeweils* bezieht sich nicht auf die Locher, denn
dann miisste es ,,aus den jeweiligen Lochern® heiflen (wie in Aufgabe ¢). Das
Wort “jeweils bezieht sich auf das Herauskommen, was dann Sinn ergeben
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wiirde, wenn die 18000 Miuse mehrmals durch das Labyrinth geschickt wer-
den wiirden. Der Aufgabentext legt aber nahe, dass die 18000 Mé&use nur ein-
mal durch das Labyrinth geschickt werden. Auch wenn dieses Wort in diesem
Zusammenhang grammatikalisch nicht falsch ist, so bleibt doch der Bezug des
Wortes unklar.

Fithrt man einen Zufallsversuch mehrmals durch, kann man zidhlen, wie oft
ein bestimmtes Ereignis eintritt. Teilt man diese Anzahl durch die Anzahl der
Versuche, erhidlt man die relative Héaufigkeit dieses Ereignisses. In Aufgabe
b sollen wir nun eine relative Haufigkeit berechnen, ohne irgendeine Anzahl
zu kennen, mit der ein Ereignis eingetreten ist. Das geht schlicht und ergrei-
fend nicht. Selbst wenn wir in Aufgabe a vermutet hitten, dass 8000 Mause
am Endpunkt A herauskommen, wire es unsinnig, eine relative Haufigkeit zu
berechnen, weil sich eine relative Hiufigkeit als Teil der deskriptiven Statistik
immer auf Beobachtungen konkret durchgefiihrter Zufallsversuche bezieht und
eben nicht auf Vermutungen.

Wer bis hierhin noch nicht durchgedreht ist, darf sich auf Aufgabenteil ¢ freu-
en: Wir haben schon zwei Interpretationen des Aufgabenteils a gesehen, mit
denen wir sinnvoll auf die Gleichung g - 18000 = 8000 kommen. Dabei haben
wir die Angaben ,,in einem Drittel der Félle* und ,,in zwei Dritteln der Fille*
als Wahrscheinlichkeiten interpretiert, sodass wir die Wahrscheinlichkeit von %
bestimmen konnten, mit der eine einzelne Maus am Endpunkt A herauskommt.
In Aufgabenteil ¢ wird aber nach genau dieser Wahrscheinlichkeit gefragt. Als
Schiiler wire ich jetzt sicher, Aufgabenteil a falsch bearbeitet zu haben. Was
kann aber dann mit den ,,Drittel“-Angaben gemeint sein? Relative Haufigkeiten
sind es auch nicht. Selbst wenn wir uns auf die absurde Vorstellung einlief3en,
die Miuse sprachen sich untereinander ab, sodass ein Drittel der 18000 Mause
an der ersten Abzweigung nach links gingen und jeweils ein Drittel der Méau-
se dann auch an den zweiten Abzweigungen nach links gingen, machten wir
offensichtlich einen Fehler, weil dann klar wire, wie viele Méduse genau an
welchem Endpunkt herauskdmen und die Formulierung ,,vermutlich etwa* aus

Aufgabenteil a unsinnig wire.

Stellen wir uns eine gro3e Population von Méusen der Art Vertere Musculus
vor, nun aber nicht mit der in jede Maus eingebauten Wahrscheinlichkeit von
einem Dirittel, nach links abzubiegen, sondern als Miuse, die entweder immer
nach links oder immer nach rechts abbiegen. Ein Drittel dieser Population sol-
len Linksabbieger sein, die anderen sollen Rechtsabbieger sein. Dann kdnnen
wir uns zwar vorstellen, dass 18 000 Miuse zufillig ausgewihlt werden und wir
konnen dariiber spekulieren, wie viele dann wohl an einer Abzweigung nach
links abbiegen, aber dann kéimen an den Endpunkten B und C keine Méuse an,
was nach den Angaben im Begleitband falsch ist.

Es geht sogar noch abstruser! Zitat aus dem Begleitband®: , Fiir Wahrschein-

8Das Mathematikbuch 8, Begleitband, NRW; Affolter et al., Ernst Klett Verlag, Stuttgart 2010, Seite 127
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lichkeiten kann man bei dieser gro8en Zahl die relativen Hiufigkeiten als Schitz-
werte nehmen: 4/9 bei A; je 2/9 bei B und C und 1/9 bei D.“ Das bedeutet:
Wir interpretieren die Drittel-Angaben aus der Aufgabenstellung als Wahr-
scheinlichkeiten, um im Aufgabenteil a zu vermuten, dass beim Endpunkt A
% - 18000 = 8000 Miuse herauskommen werden. In Aufgabenteil b berechnen
wir die relativen Haufigkeiten, die sich ergédben, wenn die Vermutungen rich-
tig wiren. In Aufgabenteil ¢ verwenden wir dann die hypothetischen relativen
Hiufigkeiten, um Wahrscheinlichkeiten abzuschitzen, die wir schon als genaue
Zahlen verwendet haben, um auf die Vermutungen zu kommen.

Relative Hiufigkeiten mit Wahrscheinlichkeiten gleichzusetzen, ist falsch! Es
ist auch falsch, zu behaupten, bei groen Stichproben miissen die Wahrschein-
lichkeiten so dhnlich sein wie die relativen Haufigkeiten. Das miissen sie nicht!
Auch nicht bei 18000 Miusen! Und weil das nicht so sein muss, gibt es das
Fachgebiet der induktiven Statistik. Dieses Fachgebiet enthilt die mitunter sehr
komplexen mathematischen Verfahren, mit denen man von relativen Héufig-
keiten sinnvoll auf Wahrscheinlichkeiten schliefen kann. Wenn man relative
Hiufigkeiten einfach als Schitzwerte von Wahrscheinlichkeiten nehmen konn-
te, brauchte man dieses ganze Fachgebiet doch gar nicht!

Nicht nur in Schulbiichern, sondern auch in Abituraufgaben finden sich solche
Fehler. Dazu haben die Professoren Laurie Davies, Holger Dette, Franz-Reinhold
Diepenbrock und Walter Kréamer einen offenen Brief an die damalige Bildungsmini-
sterin von NRW, Barbara Sommer, geschrieben. ? Dabei geht es im Wesentlichen um
die Vermischung der Begriffe ,,relative Haufigkeit* und ,,Wahrscheinlichkeit®. In der
Aufgabe sollte (etwas vereinfacht dargestellt) eine empirisch ermittelte Trefferquote
des Basketballspielers Dirk Nowitzki als Wahrscheinlichkeit verwendet werden. Die
Herren schreiben dazu:

Viel schwerwiegender als diese fehlende Anzahl der Freiwiirfe, ... ist aber
die vollstindige Vermischung, die sich durch die ganze Aufgabe zieht,
von zwei getrennten Begriffen der mathematischen Statistik. Damit wird
die Aufgabe unsinnig und unldsbar. Es geht um folgendes. In einem fairen
Miinzwurf fillt jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/2 Kopf oder Zahl. Wird
die Miinze nun z. B. 500 mal geworfen, kommt es nur selten vor, dass
man genau 250 Kopf- und 250 Zahlwiirfe bekommt. Gehen wir davon
aus, dass wir 243 Kopf- und 257 Zahlwiirfe bekommen. Die empirische
Quote fiir Kopf ist dann 0,486, die Wahrscheinlichkeit betrigt aber nach
wie vor 1/2. Diese empirischen Werte sind in ihrer Bedeutung von Grund
auf verschieden von dem theoretischen Wert 1/2 und miissen daher auch
in der mathematischen Behandlung bzw. Verwendung fiir Berechnungen
unterschieden werden: Die Wahrscheinlichkeit ist eine feste Zahl, wah-
rend die Anzahl der Kopfwiirfe eine Zufallsgrofe ist, die in diesem Bei-
spiel einer Binomialverteilung mit den Parametern 500 und 0,5 geniigt.

%https://bildungsklick.de/schule/detail/ministerium-bei-der-erstellung-von-mathe-aufgaben-im-zentralabitur-
ueberfordert
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Die vollkommene Vermischung der beiden Begriffe macht die Aufgabe
unl6sbar mit der Konsequenz, dass die Losung des Ministeriums schlicht-
weg unsinnig ist. Auch die Tatsache, dass leider in manchen (vom Mini-
sterium zugelassenen) Lehrbiichern stellenweise in dhnlich fahrldssiger
Weise die Begriffe vermischt werden, zeigt, wie tief das Problem liegt.

Wem das noch nicht deutlich genug ist, wird bei Dr. Raphael Diepgen fiindig'”
Seine Kritik geht noch viel weiter und tiefer. Auf fast 9 Seiten zerlegt er die Aufgabe
nach Strich und Faden. Da seine profunde Analyse zu umfangreich ist, um sie hier
inhaltlich nachzuvollziehen, sollen nur ein paar Textausschnitte zitiert werden, die
aber vielleicht das Ausmalf} des Schreckens deutlich machen:

Es ist nun fiir jeden, der auch nur ansatzweise die Logik des Testens ver-
standen hat, von vornherein schier undenkbar, dass man hier die einheit-
liche Nullhypothese in (2) verwirft, in (1) aber nicht — wie es sich aber
als ,,Losung® ergibt, wenn man ebenso brav wie sinnentleert jeweils das
von den Aufgabenautoren vorgezeichnete i und ¢ berechnet ... Dass die
Aufgabenautoren aber selbst an dieser grotesk absurden Stelle nicht inne-
gehalten und ihre Wahnsinnskonstruktion abgebrochen haben, zeigt ganz
krass, wie sehr sie in ihrer blof3 formalen Spielerei das Verstindnis fiir die
zu modellierende stochastische Situation ginzlich verloren haben.

Er schreibt als Antwort auf die Frage, warum manche Schiiler diese Aufgabe
trotzdem l6sen konnten, eine ,,skeptische Spekulation®:

Viele Schiiler erleben den Mathematikunterricht vermutlich als Einiibung
in mehr oder minder sinnfreie oder unverstandene Sprachspiele oder Re-
gelsysteme, und dies reproduzieren sie dann halt auch im Abitur. Dass
vermutlich Tausende von Schiilern zum Abschluss eines 9-jahrigen gym-
nasialen Mathematikunterrichtes vollig bedenkenlos eine Nullhypothese
in Aufgabe b) (1) nicht verworfen und zugleich in Aufgabe b) (2) doch
verworfen haben — und fiir diesen (von ihnen wohl gar nicht bemerk-
ten) Widerspruch dann auch noch mit voller Punktzahl belohnt wurden —,
spricht jedenfalls nicht dafiir, dass es im schulischen Mathematikunter-
richt um die zentrale Kategorie von Mathematik und Logik geht, ndmlich
Widerspruchsfreiheit. Nur Witze leben vom Spiel mit Widerspriichen.

Prof. Laurie Davies nahm zusétzlich zum offenen Brief inhaltlich Stellung zu
dieser (und einer weiteren) Aufgabe“. Auch hier soll nur ein kleines Zitat zeigen,
um welche GréBenordnung von Fehlern es geht:

Die vom Ministerium angebotene Losung zeugt von einer volligen Be-
griffsverwirrung. ... Die Losung des Ministeriums ist unsinnig und falsch.
Die Unterscheidung von Schitzwerten und wahren Werten ist von grund-
legender Bedeutung in der Statistik: Die ganze Schitz- und Testtheorie, d.

1Ohttps://www.stochastik-in-der-schule.de/sisonline/struktur/jahrgang28-2008/Heft3/2008-3_Diepgen.pdf
https://www.stochastik-in-der-schule.de/sisonline/struktur/Jahrgang29-2009/Heft2/2009-2_davies.pdf
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h. die ganze schlieBende Statistik, basiert darauf. Ein Schiiler, der richtig
gelernt hat, diese Begriffe zu trennen, kann diese Aufgabe nicht 16sen.

Soweit die etwas ausfiihrlichere Betrachtung dieser Abituraufgabe. Es gibt noch
viele weitere Aufgaben, die ebenso ,,falsche Mathematik* abfragen bzw. die Schiiler
nur dann 16sen konnen, wenn sie nicht nachdenken und statt dessen einfach nur den
eingeiibten Ritualen folgen. Ein mathematisches Verstindnis kann das Losen der
Aufgaben behindern.

Es geht hier nicht darum, dass sich irgendwo einmal in eine Abituraufgabe eine
falsche Zahl eingeschlichen hitte, sondern dass das deutsche Bildungssystem struk-
turell ein Problem mit mathematischem Verstdndnis hat und dieses teilweise sogar
verhindert.

Nehmen wir als Beispiel die Einfiihrung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs: In fast
allen Schulbiichern finden wir gravierende Fehler, allen voran die falsche Verwen-
dung von relativer Haufigkeit und Wahrscheinlichkeit, welche im offenen Brief von
Davies, Dette, Diepenbrock und Kriamer erklirt wird (weshalb dieser Brief hier so
ausfiihrlich zitiert wird). Es wird davon ausgegangen oder behauptet oder nahe ge-
legt, die relative Haufigkeit eines Ergebnisses miisse sich nach vielen Durchfiih-
rungen eines Zufallsversuchs der Wahrscheinlichkeit des Ergebnisses annidhern. Be-
trachten wir hier den schon im Brief angesprochenen Miinzwurf: Der Zufallsversuch
soll das einmalige Werfen einer Miinze sein. Wir gehen davon aus, dass die Ergebnis-
se ,,Kopf* (K) und ,,Zahl* (Z) jeweils die Wahrscheinlichkeit 0,5 haben. Wird dieser
Zufallsversuch ,,oft" - z. B. 400-mal - durchgefiihrt, dann muss - so die Behauptung
- die relative Haufigkeit von z. B. K in der ,,N#he* der Wahrscheinlichkeit von K
liegen. Konkret bedeutet das, dass die Miinze ungefidhr 200-mal K anzeigen muss,
wenn 400-mal geworfen wird. Es kann aber nicht sein, dass die Miinze das muss,
denn dann wire der Miinzwurf kein Zufallsversuch. Der Sinn eines Zufallsversuchs
ist doch, dass die Miinze eben nicht einem vorgegebenen Gesetz folgen muss. Au-
Berdem briduchte die Miinze ein Geddchtnis, wenn sie die behauptete Anndherung
von relativer Hiufigkeit und Wahrscheinlichkeit ausfiihren wollte, denn dann miisste
sie z. B. nach in den ersten Wiirfen ,,zu oft* gezeigtem Ergebnis Z in den folgenden
Wiirfen verstirkt K zeigen, um auf die Anzahl von ungefihr 200-mal K zu kommen.
Aber - wie wir alle wissen - hat die Miinze gar kein Gedichtnis. Und das schreibe
ich bewusst in diesem Ton, um deutlich zu machen, wie eklatant die Behauptung,
die relative Héufigkeit miisse sich der Wahrscheinlichkeit annihern, dem gesunden
Menschenverstand widerspricht.

Dessen ungeachtet wird immer wieder folgendes falsches (!) Schema durchge-
paukt: Ein Zufallsversuch wird n-mal durchgefiihrt. Dabei tritt ein Ereignis'?> E k-
mal auf. Schlussfolgerung: Die Wahrscheinlichkeit &?(E) (gesprochen: ,,pe von e*)
des Ereignisses E ist dann ungefihr gleich % Je groBer n ist, desto sicherer ist die
Wahrscheinlichkeit & (E) gleich %

Schauen wir uns dazu Beispiele an:

12Ein Ereignis ist eine Menge von Ergebnissen.
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Im Lambacher Schweizer fiir Klasse 8'3 finden wir iiber das Schitzen von Wahr-
scheinlichkeiten aus relativen Héaufigkeiten:

Das grofie Vertrauen in Schitzungen, die auf vielen Versuchen beruhen,
lasst sich durch das Gesetz der groen Zahlen rechtfertigen. Es besagt:
Die Abweichungen der relativen Haufigkeiten von den Wahrscheinlich-
keiten werden mit steigender Versuchszahl tendenziell kleiner.

In diesen beiden Sédtzen kommen mehrere Fehler vor: Es gibt nicht das Gesetz
der groflen Zahlen. Tatséchlich gibt es ein schwaches Gesetz der groflen Zahlen und
mehrere Versionen eines starken Gesetzes der grofSen Zahlen. Vermutlich ist hier das
schwache Gesetz der gro3en Zahlen gemeint.

Weiter wird ein falscher Bezug zwischen Modell und Realitit hergestellt. Das
schwache Gesetz der gro3en Zahlen lésst sich innermathematisch - also im Modell -
beweisen. Ob aber die Realitdt dem Modell entspricht, kann das Modell nicht bewei-
sen. Deshalb kann dieses Gesetz keinen Einfluss darauf haben, ob wir in der realen
Welt einer Schitzung vertrauen oder nicht.

AuBerdem steht im schwachen Gesetz der grof3en Zahlen nicht, die relative Hiu-
figkeit eines Ereignisses miisse sich nach vielen Versuchsdurchfiihrungen der Wahr-
scheinlichkeit des Ereignisses annidhern - weder tendenziell noch sonst irgendwie!
Umgangssprachlich (und etwas vereinfacht) formuliert, steht im schwachen Gesetz
der gro3en Zahlen, dass die Wahrscheinlichkeit, dass die relative Hiufigkeit eines Er-
eignisses von der Wahrscheinlichkeit des Ereignisses um einen bestimmten Betrag
abweicht, immer kleiner wird, je hiufiger der Versuch wiederholt wird und sogar
gegen 0 geht, wenn der Versuch unendlich oft wiederholt werden wiirde.

Auch wenn es richtig ist, dass die Wahrscheinlichkeit, dass die relative Haufig-
keit eines Ereignisses in der Nihe der Wahrscheinlichkeit des Ereignisses liegt, mit
steigender Anzahl von Versuchsdurchfithrungen groer wird, heifit das nicht, dass
die relative Haufigkeit eines Ereignisses auch nach sehr vielen Versuchsdurchfiih-
rungen nicht maximal von der Wahrscheinlichkeit des Ereignisses abweichen kann.
Werfen wir z. B. eine Miinze 400-mal, kann 400-mal K (Kopf) eintreten. Das ist
zwar unwahrscheinlich, aber es kann passieren. Dann ist die Wahrscheinlichkeit fiir
K immer noch gleich 0, 5, aber die relative Haufigkeit von K ist gleich 1 und weicht
damit maximal von der Wahrscheinlichkeit von K ab.

Deshalb gibt es den Begriff ,, Konvergenz in Wahrscheinlichkeit”, weil eben nur
die Wahrscheinlichkeit, dass die relative Haufigkeit von K in der ,,Ndhe* der Wahr-
scheinlichkeit von K liegt, mit zunehmender Anzahl der Versuchsdurchfithrungen
groBer wird, obwohl die relative Haufigkeit von K tatsdchlich nicht in der ,,Nédhe*
der Wahrscheinlichkeit von K liegen muss.

Vermutlich wissen das auch die Autoren des ,,Lambacher Schweizer”, denn sie
haben sich perfiderweise noch eine Hintertiir offen gelassen: Sie schreiben, die Ab-
weichungen werden fendenziell kleiner. So konnten sie - das spekuliere ich jetzt ein-
fach mal ins Blaue hinein - wenn sie mit dem oben genannten Vorwurf konfrontiert

13Baum et al., Lambacher Schweizer 8, Mathematik fiir Gymnasium - G9, NRW, Stuttgart, Ernst Klett Verlag, 1.
Aufl., 2021, S. 8
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wiirden, sich immer noch damit herausreden, mit ,,tendenziell* sei ja ,,Konvergenz
in Wahrscheinlichkeit* gemeint.

Bleiben wir auf dem Boden der Tatsachen: Ich habe in 30 Jahren Unterricht noch
nie einen Schiiler der 8. Jahrgangsstufe getroffen, der das Wort ,,tendenziell* als
,Konvergenz in Wahrscheinlichkeit* interpretiert. Statt dessen habe ich aber schon
hunderte Male den Satz gehort: ,,Aber wenn ich die Miinze zufillig werfe, kann ich
doch nicht wissen, was herauskommt!“

Und schlimmer noch, der ,,Lambacher Schweizer* (so wie viele andere Lehrwer-
ke auch) definiert die Wahrscheinlichkeit mit einer Erwartung, die Schiiler eben nicht
haben (ebd., S. 9)

Mit Wahrscheinlichkeit driickt man aus, welche relativen Hiufigkeiten
man bei langen Versuchsreihen in etwa erwartet.

Nein, Schiiler erwarten das nicht. Statt dessen merken sie, dass an der Sache etwas
faul ist. Sie werden die ganze Wahrscheinlichkeitsrechnung nicht verstehen kénnen,
wenn der zentrale Begriff, nimlich die Wahrscheinlichkeit, falsch eingefiihrt wird.

Schauen wir in das Buch ,,Zahlen und GroBen 8“!4. Da gibt es einen Philipp, der
eine von Giiven geduflerte Behauptung iiberpriifen mochte.

Deshalb nimmt er die Heftzwecke und wirft sie 100-mal. Die Heftzwecke
landet 45-mal auf dem Kopf und 55-mal auf der Seite.

P(Kopf) = 15 =45%
P(Seite) = 2 =55%

Hier wir also allen Ernstes behauptet, die relative Hiufigkeit nach 100 Versuchs-
durchfithrungen sei exakt gleich der Wahrscheinlichkeit! Deshalb sei nochmals er-
wihnt: Weil das nicht so ist, gibt es iiberhaupt das mathematische Fachgebiet der Sta-
tistik. Wie sollen wir Schiilern, die so etwas in der 8. Klasse lernen, in der Oberstufe
erkldren, nun diirfe man so nicht mehr schlieBen und miisse statt dessen statistische
Verfahren lernen?

Es gibt auch keinen Zweifel daran, was mit P(Kopf) gemeint ist, denn am Sei-
tenrand finden wir die Erlduterung:

P wird in der Mathematik als Abkiirzung fiir Wahrscheinlichkeit (engl.
probability) genutzt.

P(K) bedeutet ,,die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Kopf geworfen wird*.

Auf derselben Seite sind noch weitere Fehler zu finden:

Kann man nicht davon ausgehen, dass bei einem Zufallsexperiment die
Ergebnisse gleich wahrscheinlich sind, so muss experimentiert werden,
um die Wahrscheinlichkeiten bestimmen zu konnen.

14Koullen, Reinhold (Hrsg.); Wennekers, Udo (Hrsg.), Zahlen und Grofen 8, Berlin, Cornelsen Verlag, 1. Aufl.,
2008, S. 142
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Man kann durch mehrmaliges Durchfiihren eines Zufallsversuchs die Wahrschein-
lichkeiten von Ergebnissen schitzen, aber niemals bestimmen. Das ist ein himmel-
weiter Unterschied. Und zum dritten Mal auf dieser Seite: Weil man nicht bestim-
men, sondern nur schitzen kann, gibt es die Statistik.

Vollig aus dem Ruder lduft die Situation in den folgenden zwei Sitzen.

Die relative Héaufigkeit eines Ergebnisses nédhert sich bei einer groflen
Anzahl von Versuchen einem Wert an.

Diesen Wert nennt man (statistische) Wahrscheinlichkeit eines Ergeb-
nisses.

Die relative Hiufigkeit ist eine Zahl. Die kann sich nicht anndhern.

Worauf hier Bezug genommen wird, ist eine Folge von relativen Haufigkeiten:
Stellen wir uns wieder den Miinzwurf vor. Wir wollen relative Haufigkeiten & des
Ergebnisses ,,Kopf* (K) bestimmen, wobei K die Wahrscheinlichkeit 0,5 haben soll.
Wir kdnnen nach einem einzigen Miinzwurf die relative Haufigkeit 2, von K bestim-
men, indem wir die Anzahl des Auftretens von K - also entweder 0 oder 1 - durch
die Anzahl der Versuchsdurchfithrungen - also 1 - teilen. Die relative Hiufigkeit von
Kopf ist nach einer Versuchsdurchfiihrung entweder h, = % = 0 oder h, = % =1
Nach zwei Versuchsdurchfiihrungen bestimmen wir wieder eine relative Hiufigkeit,
namlich die relative Haufigkeit 4, des Ergebnisses K nach zwei Versuchsdurchfiih-
rungen. Je nachdem, ob K keinmal, einmal oder zweimal aufgetreten ist, gibt es die
moglichen Werte h, = % = 0 oder h, = % = 0,5 oder h, = % = 1. Auf die gleiche
Weise konnen wir die relativen Haufigkeiten A, h,, hy usw. berechnen.

Nun betrachten wir die Differenzen benachbarter Folgenglieder und stellen fest,
dass diese Differenzen ,,grundsitzlich“ immer kleiner werden, je hoher die Nummern
der Folgenglieder sind. Schauen wir uns dazu einfach ein paar mogliche Beispiele
an:

h,—h, = % - % = 0,5
6 5 I
hll_hlo == ﬁ—ﬁ - 0,045
51 50 NA10S
Ry =P = for —i00 = 0,00495

Das liegt aber nicht daran, dass sich die relativen Haufigkeiten ,,stabilisieren*
(wie es oft heif3t) oder dass sie sich ,,einpendeln* (was auch oft verwendet wird, als ob
es sich um einen physikalischen Prozess handele) oder dass sie (mit eigenem Willen
oder Impetus ausgestattet) zu einem vorgegebenen Wert ,,streben®, sondern schlicht
und ergreifend daran, dass sich der Zihler benachbarter Folgenglieder immer nur
hochstens um 1 unterscheiden konnen, wihrend die Nenner immer grofer werden,
je hoher die Nummern der Folgenglieder sind.

Tragt man eine Folge relativer Hiufigkeiten in ein Schaubild ein, kann es tat-
sdchlich so aussehen, als ob die relativen Haufigkeiten sich einem Wert annéhern.
Abgebildet sind hier die relativen Hiufigkeiten von K, wie sie durch die Ergebnis-
folge Z, K, K, Z, K. K, K, Z, K, K, Z, Z, K, K, K, Z, K, K, K, Z beim 20-fachen
Miinzwurf entstehen.
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Abb. 10.3 Relative Hiufigkeiten

In diesem Fall sieht es so aus, als ob die relativen Haufigkeiten zwischen 0,6
und 0,7 hin- und herpendeln. Es wire aber unsinnig, daraus zu folgern, die Wahr-
scheinlichkeit fiir K sei gleich 0,65, denn diese Folge von relativen Haufigkeiten
kann eben auch durch eine Miinze entstanden sein, deren beide Ergebnisse Z und K
jeweils die Wahrscheinlichkeit von 0,5 haben. Wir konnen niemals mit Sicherheit sa-
gen, aufgrund von welcher Wahrscheinlichkeit fiir K die vorliegende Folge relativer
Haufigkeiten entstanden ist.

Wie die abgebildete Folge relativer Haufigkeit weiter geht, konnen wir ebenfalls
nicht wissen. Falls die Wahrscheinlichkeit von K gleich 0,5 ist, ist es zwar wahr-
scheinlich, dass sich die relativen Héufigkeiten bei fortlaufender Wiederholung des
Zufallsversuchs irgendwann in der Nihe von 0, 5 befinden werden, aber es muss nicht
so sein. Deshalb miissen sich die relativen Haufigkeiten auch nicht einem Wert an-
nihern. Und selbst wenn sie das augenscheinlich tun, muss dieser Wert nicht die
Wabhrscheinlichkeit des Ergebnisses sein.

Ebenfalls schlimm ist, dass sich die Autoren des Lehrbuchs einen Begriff ausge-
dacht haben, der in der Mathematik nicht vorkommt: Die statistische Wahrschein-
lichkeit. Man kann doch den Schiilern nicht einfach Fantasie-Mathematik beibrin-
gen! Aus den obigen Uberlegungen geht auch hervor, warum es eine solche statisti-
sche Wahrscheinlichkeit nicht geben kann.

Es geht aber noch schlimmer: In der Zeitschrift ,,mathematik lehren* steht!, dass
die beiden géangigen Definitionen der Wahrscheinlichkeit zirkulir - also falsch - sind.

Wie der theoretische Ansatz nach Laplace, ist auch der frequentistische
Ansatz im Grunde zirkuldr, denn die Voraussetzung der stochastischen
Unabhingigkeit ist tiber Wahrscheinlichkeiten definiert. Dies kann aber
im Schulunterricht mithilfe von Aussagen wie ,,hat nichts miteinander zu
tun®, die auBerhalb des mathematischen Modells liegen, ersetzt werden.
Auch die wichtige Aussage, dass die relative Hiufigkeit bei zunehmender
Versuchsanzahl ein immer ,,verlidsslicherer* Schitzer wird, beruht auf ei-
nem noch nicht vorhandenen Wahrscheinlichkeitsbegriff. Denn ,,verlas-
slicher* heilt, dass die Wahrscheinlichkeit, dass die relative Haufigkeit
auBerhalb eines e-Intervalls um einen Wert p liegt, mit zunehmender Ver-
suchsanzahl gegen Null geht (empirisches Gesetz der groen Zahlen).

I5Rolfes, Tobias & Fahse, Christian: Zufallsphidnomene erfassen, in: mathematik lehren 213 (April, 2019), S. 4
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Jetzt kommt die Eine-Million-Euro-Frage: Wenn man weif}, dass es falsch ist,
warum macht man es dann? Warum werden in der Schule falsche Definitionen ge-
lehrt?

Die Wahrscheinlichkeitstheorie - so heifit die Wahrscheinlichkeitsrechnung in der
richtigen Mathematik - beginnt immer mit einer blitzsauberen Definition der Wahr-
scheinlichkeit eines Ereignisses (Wert einer normierten, messbaren Funktion). Her-
untergebrochen auf die Mathematik der Mittelstufe bedeutet das: Die Wahrschein-
lichkeit eines Ereignisses ist der Anteil des Ereignisses an der Ergebnismenge. An-
teile sind Briiche und die sind in der Mittelstufe gut beherrschbar. Also nochmal die
Frage: Warum definiert man in der Schule nicht die Wahrscheinlichkeit auf die glei-
che Weise, wie sie in der Universitdtsmathematik vollig unproblematisch definiert
wird?

Nebenbei bemerkt gibt der letzte Satz des Zitats ganz gut den Inhalt des schwa-
chen Gesetzes der groflen Zahlen wider. Warum dieses dann als das empirische Ge-
setz der grofBen Zahlen bezeichnet wird, entzieht sich meiner Kenntnis.

10.2.1 Einfach mal was runden
Im Arbeitsheft von Lambacher Schweizer fiir die Einfiihrungsphase!© steht eine Ta-
belle, wovon ein Teil so aussieht:

Ergebnis 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6
rel. Haufigkeit 0,148 | 0,149 | 0,151 | 0,199 | 0,152 | 0,201

Die relativen Haufigkeiten sind angeblich durch 5000-maliges Wiirfeln mit einem
gezinkten Wiirfel entstanden. Nun sollen mal wieder aus den relativen Hiufigkei-
ten ohne Anwendung statistischer Methoden Wahrscheinlichkeiten bestimmt wer-
den. Dieser Fehler ist oben schon mehrfach behandelt worden.

Laut Aufgabenstellung sollen die Wahrscheinlichkeiten aus den relativen Haufig-
keiten ,,sinnvoll* geschitzt werden. Was die Autoren darunter verstehen, schreiben
sie in der Musterlosung: Die Wahrscheinlichkeiten der Wiirfelseiten mit den Au-
genzahlen 1, 2, 3 und 5 sollen jeweils auf 15% und die Wahrscheinlichkeiten der
Wiirfelseiten mit den Augenzahlen 4 und 6 sollen jeweils auf 20% geschitzt werden.

Wie kommt man auf so etwas? Weil Wahrscheinlichkeiten von Wiirfelseiten ger-
ne ,,glatte* Werte annehmen? Wenn wir nichts iiber den Aufbau des gezinkten Wiir-
fels wissen, warum sollten wir dann annehmen, die Seiten mit den Augenzahlen 1,
2,3 und 5 hitten die gleichen Wahrscheinlichkeiten? Warum sollten die Wahrschein-
lichkeiten dieser Seiten jeweils gleich des arithmetischen Mittels der vier relativen
Héaufigkeiten sein? Wie soll man denn ,,sinnvoll* schétzen, wenn die Summe der
arithmetischen Mittel nicht so glatt 1 ergibt?

Bei den Fehlern, die hier aufgelistet werden, geht es nicht um Fehler, die sich im-
mer mal einschleichen, wenn man Texte produziert wie z. B. Druckfehler, Gramma-
tikfehler, Bedeutungsfehler. Manchmal haben Leser auch Interpretationen von Auf-

16 Janssen/ Jungmann (Hrsg.), Lambacher Schweizer Mathematik Einfiihrungsphase Nordrhein-Westfalen, Stutt-
gart, Ernst Klett Verlag, 1. Aufl., 2018, S. 53
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gabentexten, an die man einfach nicht gedacht hat. Das kann alles passieren! Aber
wie kann es sein, dass eine Aufgabe gestellt wird, die iiberhaupt keinen Sinn ergibt?

Auf der gleichen Seite finden wir zwei weitere Fehler, die diesen Gedankengang
illustrieren. Zitat:

Die Wahrscheinlichkeit P, (B), dass B unter der Bedingung A eintritt,
heifit bedingte Wahrscheinlichkeit. Es gilt:

PA(B):P(?(E)B)

Nun, die Gleichung ist falsch. Im Nenner muss P(A) stehen. So ein Fehler ist zwar
super peinlich, aber so etwas kann passieren, selbst wenn 10 Leute den Text korrek-
turgelesen haben. Was aber nicht passieren darf, sind die beiden Wérter ,,Es gilt:*
unmittelbar vor der Gleichung. Diese bedeuten, dass die Gleichung eine Folgerung
ist. Das ist sie aber nicht, denn sie ist die Definition der bedingten Wahrscheinlich-
keit. Auch im Lehrbuch!”, zu dem das Arbeitsheft eine Erginzung ist, bemiiht man
sich, diese Gleichung als Folgerung erscheinen zu lassen. Man darf aber in einem
Mathematik-Lehrbuch Folgerung und Definition nicht durcheinanderwerfen! Auch
wenn man von sich tiberzeugt ist, vollig unwiderstehliche didaktische Ideen zu ha-
ben: Die Mathematik wird deshalb wohl nicht umgeschrieben werden.

10.2.2 Vektoren

In der Mathematik werden alle Fachbegriffe definiert. Das ist einer der Griinde,
warum die Mathematik so klar und verstidndlich ist. Deshalb wird man wohl erwar-
ten, dass in Schulbiichern Fachbegriffe nicht nur einfach definiert, sondern auch be-
sonders umfassend, vielschichtig und anschaulich erkléart werden, um den Schiilern
ein prézises Verstdndnis zu ermdglichen.

Nicht so im Lambacher Schweizer fiir die Einfiihrungsphase!®. Da kommt das
»Schliisselkonzept: Vektoren* (Klingt die vormals iibliche Bezeichnung ,,Vektor-
rechnung® eigentlich zu profan?) ginzlich ohne die Definition des Vektors aus. Wir
finden eine Zeichnung, die Fig. 1 heif3t und in etwa so aussicht:

7Giersemehl et al., Lambacher Schweizer Mathematik Einfithrungsphase Nordrhein-Westfalen, Stuttgart, Ernst
Klett Verlag, 1. Aufl., 2019, S. 154 f.
18Giersemehl et al., S. 116
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Abb. 10.4 Fig.1

Dazu gibt es folgenden Text:

Die in Fig. 1 eingezeichneten Pfeile gehoren alle zu der gleichen Ver-
schiebung. Man erreicht von einem beliebigen Ausgangspunkt den zu-
gehorigen Zielpunkt jeweils, indem man zwei Einheiten in Richtung der
x,-Achse und anschlieBend drei Einheiten in Richtung der x,-Achse geht.

Soweit so verstdndlich. Danach lesen wir:
Verschiebungen konnen durch Vektoren beschrieben werden. Die in Fig.
3 angegeben. Die

in Fig. 1 dargestellten Pfeile gehoren alle zu dem gleichen Vektor, weil
sie alle die gleiche Verschiebung beschreiben.

1 dargestellte Verschiebung wird durch den Vektor <2

Wir erfahren in Satz 1 also nicht, was Vektoren sind, sondern, dass Verschiebun-
gen durch Vektoren beschrieben werden konnen. Unter ,,Verschiebung beschreiben
stelle ich mir einen Vorgang mit folgendem Effekt vor: Wenn ich einen bestimmten
Vektor kennen wiirde, wiirde ich auch eine bestimmte Verschiebung kennen. Laut
Satz 2 kann eine Verschiebung durch einen Vektor nicht nur beschrieben, sondern
auch angegeben werden. Gut! Wenn ich nun noch wiisste, was ein Vektor ist, konnte
ich mir die Sachlage sicher besser vorstellen. Nach Satz 3 sind Vektoren offenbar
Objekte, zu denen Pfeile gehoren und zwar alle Pfeile, die die gleiche Verschiebung
beschreiben. Was ich verstanden habe: Die gleiche Verschiebung kann durch viele
Pfeile beschrieben werden und sie kann durch Vektoren nicht nur beschrieben, son-
dern durch einen bestimmten Vektor auch angegeben werden. Aber was ist nun ein
Vektor?

Fatal fiir Schiiler ist hier, dass der Eindruck erweckt wird, es werde definiert,
was ein Vektor ist, obwohl das, was da steht, keine Definition eines Vektors ist, weil
eben dort gar nicht steht, was ein Vektor ist. Schiiler sind normalerweise fachlich
nicht in der Lage, klar zu erkennen, dass hier eine Definition nur vorgegaukelt wird.
Statt dessen werden sie wohl schnell zu dem (falschen) Schluss kommen, fiir die
Mathematik zu dumm zu sein.
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Es geht im Buch weiter mit eher technischen Ausfiihrungen und danach finden
wir den Satz:

In der Geometrie kann ein Vektor zeichnerisch durch eine Menge zuein-
ander paralleler, gleich langer und gleich orientierter Pfeile beschrieben
werden.

Nun erfahren wir also, dass ein Vektor durch Pfeile mit bestimmten Eigenschaften

beschrieben werden kann. Das geht aber offenbar nur zeichnerisch, woraus sich die

Frage ergibt, wie denn sonst Vektoren beschrieben werden. Auflerdem geht das - so

erfahren wir - in der Geometrie. Und wie ist das dann auB3erhalb der Geometrie?
Zusammenfassend lédsst sich sagen:

e Verschiebungen konnen durch Vektoren beschrieben werden.
e Vektoren konnen Verschiebungen angeben.

e Wenn Pfeile die gleiche Verschiebung beschreiben, gehoren sie zum gleichen
(nicht zu demselben?) Vektor.

e Ein Vektor kann zeichnerisch (oder auch unzeichnerisch?) durch bestimmte
Pfeile beschrieben werden - aber (vermutlich) nur in der Geometrie (und sonst?).

Und was ist nun ein Vektor?

10.2.3 Analysis: Die Ableitung

Es wird teilweise der Lehrplan so gekiirzt, dass die zentralen Ideen gar nicht mehr
da sind. Z.B. wird nicht mehr unterrichtet, was ein Grenzwert ist. Das ist aber das
zentrale Element der Analysis. Oder anders gesagt: Wenn man sagt, man mache Ana-
lysis, der zentrale Begriff der Analysis aber fehlt, dann ist es keine Analysis.

Im Lambacher Schweizer von 1977!° finden wir folgende Ausfiihrungen, die hier
nur in Stichworten genannt werden:

e Definition: Eine Folge hei3t Nullfolge, wenn es zu jedem € > 0 ein n, € N gibt,
so daf fiir alle n € N mit n 2 n,, gilt: [f(n)| < €.

e Definition: Die Folge (f(n)) hat den Grenzwert g, wenn die Folge (f(n) —
g) eine Nullfolge ist. (f(n)) nennt man dann eine konvergente Zahlenfolge.
Schreibweise: lgn f(n)=g.

n—oo

e Satz: Die Folge f : n+ f(n); n € N hat genau dann den Grenzwert g, wenn es
zu jedem € > 0 ein n;, gibt, so daB fiir alle n = n, gilt: |f(n) — g| < €.

19Schweizer, Wilhelm, Analysis 1, Mathematisches Unterrichtswerk Lambacher-Schweizer, Stuttgart, Ernst Klett
Verlag, 1977
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e Das Vollstindigkeitsannahme (VA): Jede monotone und beschrinkte Zahlen-
folge ist konvergent und hat als Grenzwert eine reelle Zahl.

e Definition: Eine Funktion f : x — f(x); x € A mit einer rechtsseitig unbe-
schrinkten Definitionsmenge A C R heifit konvergent mit Grenzwert g fiir x
gegen oo, wenn es zu jedem € > 0 ein x, > 0 gibt, so daB fiir alle x € A mit
x < x, gilt:

|f(x) — g| < €. Man schreibt: lgn flx)=g.
X—>o0

e Definition: Eine reelle Zahl x,, heit Hiufungsstelle einer Zahlenmenge M C
R, wenn in jeder €-Umgebung von x, mindestens ein von x, verschiedenes
Element von M liegt.

e Folgendefinition des Grenzwertes: Eine Zahl g heifit Grenzwert der Funktion
fix— f(x); x € A an der Hiufungsstelle x, von A, wenn fiir jede gegen x,
konvergierende Folge (x,) mit x, € A\{x,} gilt: lijn f(x,) = g. Man schreibt:

n—oo
xlgggo (x) =g

e Cauchy-Definition des Grenzwertes: g heil3t Grenzwert der Funktion f : x —
f(x); x € A an der Héufungsstelle x,, wenn es zu jedem € > 0 ein 6 > 0 gibt,
so daB fiir alle x € A mit x # x, gilt: Wenn |x—x,| < &, dann | f(x) — g| < &.

e Stetigkeit nach Cauchy: Die Funktion f : x — f(x); x € A heit an der Stelle
x, € A stetig, wenn es zu jeder Zahl € > 0 eine Zahl § > 0 gibt, so daB fiir alle
x €A gilt:
|x—x0| < 0, dann ]f(x) —f(xo)’ <E.

Das sind nur einige wenige Definitionen und Sitze, die man braucht, um auf Seite
122 das Herzstiick der Analysis, ndmlich die Ableitung, definieren zu konnen:

e Definition: Die Funktion f: I — R heif in x,, € I differenzierbar, wenn lim %
X—)XO 0
existiert. Dieser Grenzwert heif3t 1. Ableitung der Funktion f an der Stelle x,
f@)—f(x)

X*Xo

und wird mit f'(x,) bezeichnet. Es ist f'(x,) = lim
X )CO

Im Lambacher-Schweizer von 2019%° geht das ,,schneller: Es werden ein paar
Geschwindigkeiten gemessen und die Ergebnisse in einer Tabelle festgehalten:

| seeny = sy | R 1) —s(r) | )

-1 0,3 0,3 0,9 0,9
-0,5 -0,225 0,45 0,5 0,375 0,75
-0,1 -0,057 0,57 0,1 0,063 0,63
-0,05 -0,02925 0,585 0,05 0,03075 0,615
-0,01 -0,00597 0,597 0,01 0,00603 0,603

2Giersemehl et al., Lambacher Schweizer Mathematik Einfiihrungsphase Nordrhein-Westfalen, Stuttgart, Ernst

Klett Verlag, 1. Aufl,, 2019, S. 55 f.
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Unter der Tabelle finden wir dann die folgenden beiden Sitze:

Die Entwicklung der jeweils letzten Spalte ldsst sich entnehmen, dass
sich die Differenzen sowohl fiir positives als auch fiir negatives h dem
festen Wert 0,6 nihert. Dieser Wert wird Grenzwert genannt.

Und der Grenzwert ist halt die Ableitung.
Das war’s.

Dass das nichts mit Mathematik und schon gar nichts mit hoherer Mathematik
- ndmlich der Analysis - zu tun hat, braucht hier wohl nicht weiter dargestellt zu
werden. Ich hoffe, Leibniz und Newton bekommen diesen Lambacher-Schweizer
niemals in die Héande.

10.2.4 Weitere Beispiele

Ohne Literaturnachweise und nur stichwortartig seien noch folgende Beispiele falscher
Mathematik aufgelistet:

Bedingte Wahrscheinlichkeit Die bedingte Wahrscheinlichkeit wird oft als etwas
dargestellt, was eines zweistufigen Zufallsversuchs bedarf: Kann z. B. im ersten Ver-
such das Ereignis A eintreten und kann im zweiten Versuch das Ereignis B eintreten,
so wird behauptet, die bedingte Wahrscheinlichkeit P(B|A) gebe an, wie wahrschein-
lich es sei, dass B unter der Bedingung eintrete, dass A schon eingetreten sei.

Die Behauptung, dies sei die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit, ist
falsch, denn der hier angesprochene Zusammenhang kann hochsten als Spezialfall
durchgehen, da der eigentliche Sinn der bedingten Wahrscheinlichkeit- ndmlich die
Beziige von Teilmengen der Grundgesamtheit untereinander - gar nicht zum Aus-
druck kommt. Das kann man auch daran sehen, dass mit dieser Auffassung z. B. die
folgende Aufgabe?! prinzipiell nicht 16sbar ist>?: In einer Urne befinden sich zwei
schwarze und zwei weille Kugeln. Es wird zweimal zufillig eine Kugel ohne Zuriick-
legen gezogen. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass die erste Kugel schwarz ist
unter der Bedingung, dass die zweite Kugel weif3 ist?

Unabhingige Zufallsversuche In der Mittelstufe wird die stochastische Unabhin-
gigkeit besprochen. Dabei geht es um die Unabhingigkeit zweier Ereignisse ein und
desselben Versuchs, auch wenn die in diesem Zusammenhang besprochenen Versu-
che oftmals zweistufig sind.

In der Oberstufe geht es dann um Bernoulli-Ketten, also um mehrere Bernoulli-
Versuche, die hintereinander ausgefiithrt werden. Und da heif3t es plotzlich: Wie man

21Borovenik, Manfred, Stochastik im Wechselspiel von Intuitionen und Mathematik, BI-Wissenschaftsverlag,
Mannheim, Leipzig, Wien, Ziirich, 1982, S. 290
22Der Aufgabentext im Original ist etwas anders
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ja schon in der Mittelstufe mit der stochastischen Unabhiingigkeit gesehen habe, sei-
en die einzelnen Bernoulli-Versuche voneinander unabhéngig - obwohl in der Mittel-
stufe nie von unabhingigen Versuchen die Rede war, sondern stets von unabhéngigen
Ereignissen desselben Versuchs.

Und es kommt noch dicker: Haben wir zwei Zufallsversuche Z; und Z,, kann
bei dem ersten Versuch das Ereignis E; und beim zweiten Versuch das Ereignis Eo
eintreten. Nun konnen wir nach der Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E; A E, fra-
gen, also nach der Wahrscheinlichkeit, dass erst E; und dann E, eintritt. In Schul-
biichern wird nun argumentiert, weil die Versuche unabhiingig seien, konne man die
Wahrscheinlichkeiten von E| und E; multiplizieren, um die Wahrscheinlichkeit von
E; AE; zu erhalten. Das ist aber grundfalsch, denn die Multiplikation der Wahr-
scheinlichkeiten gehort zur Definition der Unabhéngigkeit von Zufallsversuchen. Al-
so: Zwei Zufallsversuche Z; und Z, sind unabhiingig, wenn man (etwas vereinfacht
dargestellt) die Wahrscheinlichkeit von E; A E; bestimmt, indem man die Wahr-
scheinlichkeiten von E; und E, multipliziert.

Das ist also wieder ein Fall von Falsch-Herum-Mathematik.

a’ =1 Wenn man Potenzen wie 3* definiert als abkiirzende Schreibweise fiir 3 -3 -
3-3, dann bekommt man ein Problem mit dem Ausdruck 3°. In Schulbiichern und im
Internet wird nun immer wieder versucht, Gleichungen wie 3° = 1 oder allgemein
auch a” = 1 mita € R\ {0} aus Potenzgesetzen herzuleiten. Der intuitive Gedanken-
gang soll dabei sein: Weil wir schon wissen, dass ein bestimmtes Potenzgesetz richtig
ist, ergibt sich als Folgerung (oder Spezialfall) ” = 1. Richtig ist aber, dass in der
Mathematik definiert wird, was a® = 1 bedeuten soll. Gibe es gute Griinde fiir z. B.
a® = 0, wiirde man die Potenzgesetze so abindern, dass sie zu a® = 0 passen wiirden.
Was wir also in Schulbiichern und dem Internet vorfinden, ist eine Verwechslung von
Definition und Folgerung.?

In den meisten Schulbiichern wird behauptet, der Ausdruck 0V sei nicht definiert,
obwohl in einigen Bereichen der Mathematik ganz klar 0° = 1 definiert ist.>* Tief-
sinnige Uberlegungen dazu findet man auch bei F. Schweiger® zusammen mit einer
klaren Ansage aus dem Bundesgesetzblatt(!) fiir die Republik Osterreich:

Dem Schiiler ist stets die Beweisbediirftigkeit mathematischer Aussagen
klarzumachen, sein kritisches Verstindnis fiir mathematische Beweise ist
zu schulen; die klare Unterscheidung der Begriffe Axiom, Satz, Definiti-
on ist zu fordern.

Es geht aber auch viel profaner: Die Definition 0° = 1 braucht man schon fiir den
Binomischen Lehrsatz, wenn dieser fiir alle a,b € R gelten soll. Er lautet:

n__ n n.0 n n—1g1 n 0.n
(a+D) —<O>ab +<1>a b +...+<n>ab

23Einer der verniinftigen Griinde, warum =1 festgelegt wurde, findet sich im Abschnitt ,, Warum ist 20 =19
2 https://www.spektrum.de/kolumne/wie-viel-ist-null-hoch-null/1793090
Zhttps://www.oemg.ac.at/DK/Didaktikhefte/1982%20Band%209/Schweiger1982.pdf
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Definition: Term Was man in Schulbiichern lesen kann: ,,Ein Term ist eine sinnvolle
Zusammenfassung von Symbolen ..., oder: ,,Ein Term ist ein sinnvoller Ausdruck
... Da aber niemand weil}, was in diesem Zusammenhang sinnvoll bedeuten soll und
dieser Begriff in diesen Biichern auch vorher nicht als terminus technicus definiert
wird, liegt keinerlei Definition vor.

Negative Zahlen Bei der Einfithrung negativer Zahlen und des Rechnens mit ne-
gativen Zahlen wird eine Reihe von Rechnungen prisentiert, die der Schiiler dann
folgerichtig ergiinzen soll. Das wird dann als Begriindung verkauft, obwohl es keine
ist. Ebenso verhilt es sich mit der Frage, warum Minus mal Minus gleich Plus ist.
Da wird oft ein Pseudogesetz vorgeschoben, und dann heif3it es schnell: Und weil
das so ist, ist Minus mal Minus Plus. Die Multiplikation negativer Zahlen muss aber
definiert und kann nicht hergeleitet werden, obwohl es einen Haufen guter Griinde
dafiir gibt, diese Multiplikation so zu definieren, wie es gegenwirtig gemacht wird.

10.2.5 Was man tun kann

% Wenn man weif, dass in Schulbiichern keine/ wenige Erkldrungen stehen, braucht
man auch nicht danach zu suchen. Damit kann man viel Zeit sparen.

% Wenn man weil3, dass Schulbiicher so geschrieben sind, dass Schiiler Mathe-
matik nicht verstehen, braucht man sich nicht dumm vorzukommen, wenn man
nichts versteht.

% Wenn etwas in Schulbiichern erklért wird, geht es fast immer darum, wie man
etwas rechnet und nicht darum, warum man etwas so rechnet oder warum ein
mathematischer Lehrsatz richtig ist oder warum etwas sinnvoll ist. Es gibt aber
all diese Erkldrungen. Man miisste sie dann nur woanders suchen.

% Hat man den Eindruck, dass das, was im Schulbuch steht, falsch ist, braucht
man sich nicht lange das Gehirn dariiber zu zermatern, sondern kann aufschrei-
ben, warum genau man meint, etwas sei falsch. Man kann mehrere Losungs-
moglichkeiten ausprobieren und wenn man dann nicht weiter kommt, es auch
wirklich dabei belassen und weitere Informationen beschaffen - z. B. jemanden
fragen, der sich damit auskennt.



Kapitel 11

Wozu braucht man Mathe?

Das ist eine sehr wichtige Frage! Wenn man schon Mathe lernen muss, sollte man
auch wissen, wozu man die Mathematik braucht. Allerdings sind mit dieser Frage
auch Probleme verbunden.

1) Wenn Schiiler mir diese Frage stellen, wollen sie meist (99,99%) keine sachli-
che Antwort haben, sondern sie wollen mir erzidhlen, besser als ich zu wissen, dass
man Mathe nicht braucht. Dieses Thema wird im Abschnitt ,,Mathe braucht man
nicht* behandelt.

2) Wie wir schon gesehen haben, bekommt man in der Schule gute Noten, wenn
man Aufgabenschemata gut auswendig lernen kann - was ,,spéter im Leben* tatsidch-
lich niemand braucht.

Das einzig verniinftige, was man mit dem Unterricht in Mathematik an Schulen
machen kann, ist, soviel Verstindnis wie moglich mitzunehmen. Mit diesem Ver-
standnis kann man dann allerhand anfangen.

11.1 Wozu man Mathe braucht

Das Internet hélt so einige Standardantworten auf die Frage ,,Wozu braucht man
Mathe?* bereit, die man in etwa so zusammenfassen kann:

1. Probleme 16sen: Mathematik bietet Werkzeuge und Techniken zum systema-
tischen Problemldsen an. Sie hilft uns, komplexe Probleme zu analysieren, zu
strukturieren und Losungen zu finden.

2. Logisches Denken: Mathematik fordert das logische Denken und die Entwick-
lung von analytischen Féahigkeiten. Sie lehrt uns, klare Schlussfolgerungen zu
ziehen und prizise Argumente zu formulieren.

3. Alltagssituationen bewiltigen: Mathematik ist tiberall um uns herum. Wir ver-
wenden sie, um Zinsen zu verwalten, Rezepte anzupassen, Zeitpldne zu erstel-
len, Entfernungen zu berechnen und vieles mehr. Mathematische Kenntnisse
sind in vielen alltéiglichen Situationen niitzlich.

110
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4. Wissenschaft und Technologie: Mathematik ist eine wichtige Grundlage fiir
Wissenschaft und Technologie. Sie bildet das Riickgrat vieler wissenschaftli-
cher Disziplinen wie Physik, Chemie, Ingenieurwesen und Informatik. Ohne
Mathematik wiren Fortschritte in diesen Bereichen kaum moglich. Dazu wird
auch die Mathematik selbst permanent weiterentwickelt.

5. Berufliche Anwendungen: Mathematik ist in vielen Berufsfeldern unverzicht-
bar. Ingenieure, Architekten, Datenanalysten, Finanzexperten, Programmierer
und viele andere Berufe verwenden Mathematik, um Probleme zu analysieren,
Modelle zu erstellen und Losungen zu entwickeln. Auch im Handwerk spielt
Mathematik eine wichtige Rolle.

6. Kiritisches Denken: Mathematische Konzepte und Beweistechniken erfordern
prizises Denken und logische Argumentationen. Durch die Beschiftigung mit
Mathematik entwickeln wir kritisches Denken und die Fiahigkeit, komplexe Zu-
sammenhiinge zu begriinden und fundierte Entscheidungen zu treffen.

7. Modellierung und Vorhersage: Mathematik ermoglicht es uns, die Welt um uns
herum zu modellieren und Vorhersagen iiber zukiinftige Ereignisse zu treffen.
Von der Wettervorhersage iiber die Finanzmaérkte bis hin zur Bevolkerungspro-
gnose oder den Verlauf einer Pandemie nutzen wir mathematische Modelle, um
Phinomene zu verstehen und Prognosen zu erstellen.

11.1.1 Die mathematische Weltsicht

Es gibt aber noch weitere Aspekte, die die Notwendigkeit von Mathematik zeigen.
Dazu sei ein Vergleich erlaubt:

Man lernt im Fach Deutsch, die Welt aus einer sprachlichen Sicht zu sehen. Spra-
che ist die Grundlage unseres Weltverstindnisses und sogar unseres Denkens. Au-
Berdem ist sie Voraussetzung fiir alle Geisteswissenschaften. Im Fach Mathematik
lernen wir, die Welt aus einer mathematischen Sicht zu sehen. Diese ist Voraus-
setzung fiir alle Natur- und Ingenieurwissenschaften und aulerdem Grundlage aller
logischen-abstrakten und algorithmischen Strukturen, wobei letztere die Grundlage
der Informatik bilden.

Dazu gehoren nicht nur geometrische und quantitative Strukturen, sondern z. B.
auch Ordnungsstrukturen und Wahrscheinlichkeiten. Guter Mathematikunterricht er-
zeugt also die Moglichkeit, die Welt aus einer bestimmten Perspektive sehen zu kon-
nen. Das Verstindnis unserer modernen Welt ist ohne Mathematik nicht denkbar.

Auch, wenn wir beschlieBen, die Mathematik nur zu einem sehr geringen Teil
in unser Leben zu lassen, so werden wir aber doch mit Menschen zu tun haben,
die die Welt und das Leben aus der mathematischen Perspektive sehen (kénnen).
Wenn wir konstruktiv mit diesen Menschen kommunizieren mochten, ist es wichtig,
deren Perspektive zu kennen. Vielleicht sind diese Menschen Arbeitskollegen oder
Vorgesetzte, die Entscheidungen - vielleicht sogar iiber uns - treffen, die wir ohne
eine mathematische Sichtweise nicht verstehen und so diese Entscheidungen auch
nicht diskutieren kénnen.
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11.1.2 Dunning-Kruger-Effekt

Das Weltverstindnis eines Menschen reicht nur so weit, wie es seine sprachlichen
und mathematischen Grenzen zulassen. Oder, um es sehr klar zu sagen: Menschen,
die liber ein gewisses sprachliches und mathematisches Niveau nicht hinausgekom-
men sind, wissen nicht, dass es iiber ihr Niveau hinaus noch vieles auf dieser Welt
gibt, was verstanden werden kann. Bei diesen Menschen kommt dann der Dunning-
Kruger-Effekt zum tragen (der zwar nicht wissenschaftlich korrekt in der ganzen
Allgemeinheit nachgewiesen werden kann, der aber trotzdem auf einen wichtigen
Zusammenhang hinweist): Menschen mit geringer Kompetenz neigen dazu, ihre Fi-
higkeiten zu iiberschitzen, wihrend Menschen mit hoher Kompetenz dazu neigen,
ihre Fihigkeiten zu unterschitzen. Inkompetente Personen haben Schwierigkeiten,
ihr Wissen und Konnen einzuschitzen, was meistens dazu fiihrt, dass sie sich selbst
fiir sehr kompetent halten. Zusétzlich meinen sie, andere Menschen konnten nicht
kompetenter sein als sie. Im Volksmund kennt man diese Menschen als Leute, die
nicht iiber ihren Tellerrand hinaus schauen konnen. Sie meinen, nicht nur alles zu
wissen, sondern auch alles besser zu wissen. Der Umgang mit solchen Menschen
kann mitunter sehr schwierig sein.

Ist hingegen ein Mensch in einem Fachgebiet ein Experte, weill er, was er al-
les nicht weifl und zieht ein eher bescheideneres Auftreten vor. In der Schule geht
es darum, jungen Menschen eine solide Bildung zu vermitteln, damit sie den ent-
scheidenden Wendepunkt erreichen. Sie sollen so viel wissen, dass sie erkennen, wie
begrenzt ihr Wissen ist und gleichzeitig verstehen, welche umfangreichen Lernmog-
lichkeiten ihnen noch offenstehen.

Ich erlebe den Dunning-Kruger-Effekt in meinem Unterricht jedes Jahr in den
Sommerferien, wenn die Schiiler wegen ihrer Nachpriifungen, die am Ende der Fe-
rien stattfinden, zu mir kommen. Es sind immer wieder Schiiler dabei, die den Ernst
der Lage nicht erkennen und meinen, ihre Versetzung in die folgende Jahrgangsstufe
sei nicht gefidhrdet - obwohl sie die gegenteilige Information schriftlich vorliegen ha-
ben. Es kommt dann teilweise zu grotesken Argumentationen wie: Wenn man jung
ist, hat man die Pflicht, sich in den Sommerferien zu amiisieren und diirfe gar nicht
Mathe lernen.

Die gute Nachricht ist: Wenn man am Anfang der Sommerferien vor den Biichern
sitzt und verzweifelt, weil der Lehrstoff so umfangreich ist, ist man schon den ent-
scheidenden Schritt weiter als die Leute, die gerade im Urlaub sind. Bisher haben
alle meine Schiiler, die aus der Verzweiflung die Konsequenz zogen, in den Som-
merferien verniinftig Mathe zu lernen, die Nachpriifung geschafft.
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Ich weil}, wieviel
ich nicht weil3.

Ich weil}
alles besser!

>
>

Selbstvertrauen

Ich weil
gar nichts!

Abb. 11.1 Dunning-Kruger-Effekt

>

Kompeteni

Es ist von grofler Bedeutung, sich im Matheunterricht nicht mit anderen zu ver-
gleichen, sondern den Fokus auf die eigene Entwicklung zu legen. Es kann hilfreich
sein, die eigenen Aufzeichnungen des Lernprozesses anzuschauen und zu reflektie-
ren, was man vor einer Woche, einem Monat oder sogar einem Jahr gelernt hat. Dabei
wird man iiberrascht sein, wie viel man damals noch nicht wusste im Vergleich zu
dem, was einem jetzt selbstverstindlich erscheint. Besonders beeindruckend wird es,
wenn man erkennt, wie begrenzt das Wissen und Versténdnis von vor einem Jahr aus
heutiger Perspektive erscheint. Diese Erkenntnis fiithrt dazu, zu realisieren, dass das
eigene derzeitige Verstidndnis aus der Sicht anderer Personen, wie zum Beispiel des
Mathematiklehrers oder eines Mathematikers, als sehr bescheiden angesehen wer-
den konnte. SchlieBlich haben diese Menschen nicht nur ein Jahr, sondern viele Jah-
re Wissen und Erfahrung aufgebaut und damit einen entsprechend groflen Lernvor-
sprung.

11.1.3 Klare Sprache

Entsprechend der Winterschen Grunderfahrungen (siehe dazu im Kapitel ,,Mathema-
tikunterricht ohne Mathematik*) soll Mathematik in der Schule auch als eigenstédndi-
ges geistiges Gebdude vermittelt werden. Dieses Gebdude besteht aus Definitionen,
Lehrsitzen und Beweisen, welche so prizise wie nur irgend méglich formuliert sind.
Es ist kein Wort zu viel, kein Wort zu wenig. Die sprachbildende Komponente des
Mathematikunterrichts ist durchaus gewollt. Von einer solchen Sprache konnten vie-
le Bereiche unseres gesellschaftlichen Zusammenlebens profitieren: Stellen Sie sich
nur mal vor, in allen beruflichen Meetings dieser Welt wiirde klar und prizise ge-
sprochen werden. Dadurch konnten sicher pro Jahr Milliarden von Arbeitsstunden
eingespart werden.

Von einer exakten Sprache und einer klaren Beweisfithrung kénnten auch gesell-
schaftliche Debatten profitieren, seien es Klimawandel, Geschlechterrollen, Schule
der Zukunft, Elektroautos, etc. Wer weil}, wie scharf argumentiert werden muss, um
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Evidenz zu schaffen, ist schlecht manipulierbar und fillt weniger auf Demagogie
herein.

11.1.4 Wikipedia

Spitestens seit der Existenz von Wikipedia gibt es die Behauptung, man brauche nun
keine Schule mehr, weil man ja alles Wissen nachlesen konne. Das mag fiir die Infor-
mationsbeschaffung auf dem Niveau der Allgemeinbildung richtig sein. Was aber im
Mathematikunterricht gelehrt werden soll, ist die Fihigkeit, von einer Argumentati-
on zu erkennen, ob sie stichhaltig ist oder ob es sich um Ideologie handelt. Dazu ist
viel Ubung im Erkliren und Beweisen notwendig. Eine solche Fihigkeit kann man
sich nicht mal eben anlesen.

11.1.5 Individuelle Logik

Sobald mathematische Lehrsétze wie z. B. die Kehrwertregel, umfassend erklirt wer-
den, wird man die Unterschiedlichkeit der einzelnen Erkldrungsmdoglichkeiten be-
merken. Sind Schiiler an diesem Punkt angekommen, konnte die Institution Schule
zeigen, was sie jungen Menschen zu geben hat. Wenn Schiiler jetzt - angeleitet durch
den Lehrer - miteinander ins Gesprich kommen und feststellen, dass das, was sie
selbst fiir logisch halten, andere iiberhaupt nicht fiir logisch halten, dann hat man
wirklich etwas fiir das Leben gelernt. Es gibt ,,.Laberfacher®, in deren Zusammen-
hang es niemanden wundern wiirde, wenn es zum selben Sachverhalt mehrere Mei-
nungen gibt. Aber dass das in der Mathematik auch so ist und so sein muss und
gar nicht anders geht, diirfte fiir die meisten jungen Menschen neu sein. Das, was
fiir mich logisch ist, ist wirklich meine eigene Sicht der Mathematik. Diese Sicht fiir
mich aufzubauen und gleichzeitig die Sichtweise anderer in ihrer Unterschiedlichkeit
wahrnehmen und akzeptieren zu lernen, dazu macht man Mathematik in der Schule.

11.1.6 Leben oder Tod

Ein von Schiilern haufig vorgebrachtes Argument gegen das Lernen von Mathematik
in der Schule ist: Ich muss selbst nichts berechnen, weil das ja Experten tun, de-
nen ich vertrauen kann. Das Problem dabei ist aber: Zu (fast) jedem Thema gibt es
unterschiedliche Expertenmeinungen. Welchem Experten sollte man also vertrauen?

Millionen Menschen haben das wihrend der Corona-Krise erlebt: Eltern miissen
entscheiden, ob ihr Kind geimpft wird oder nicht. Die einen Experten sagen, das
Kind werde sterben, wenn es nicht geimpft wird. Die anderen Experten sagen, das
Kind werde sterben, wenn es geimpft wird.

Eltern miissen sich also ihre eigene Meinung bilden, um fiir ihr Kind eine ver-
antwortungsvolle Entscheidung treffen zu konnen. Hat man ordentlichen Statistik-
Unterricht in der Schule gehabt, ist man in der Lage, sich die entsprechenden wissen-
schaftlichen Studien durchzulesen und auch zu verstehen. Und selbst wenn man sich
nicht reihenweise Studien durchliest, so ist man doch in der Lage, wissenschaftliche
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Fakten und Argumentationen von politisch oder ideologisch motivierten Argumen-
tationen zu unterscheiden. Hat man keinen guten Mathe-Unterricht gehabt, ist man
dazu nicht in der Lage und muss einfach irgendwelchen Leuten glauben. Wenn es um
das Leben des eigenen Kindes geht, ist das fiir Eltern bestimmt kein so gutes Gefiihl.

Anmerkung: Wenn ich dieses sehr krasse Beispiel Schiilern erklire, sind sie nor-
malerweise danach immer noch iiberzeugt davon, niemals im Leben Mathe zu brau-
chen. Meiner Meinung nach liegt das daran, dass selbst volljahrigen Schiilern das
Gefiihl, Verantwortung zu haben, (oftmals) vo6llig fremd ist. Sie mussten nie auf ih-
re kleinen Geschwister aufpassen, eine Hund erziehen, bei der Ernte mithelfen, ein
Theaterstiick inszenieren, fiir Geld arbeiten oder mussten auch nie ihren Freunden
in einer dramatischen Situation helfen. Wenn dieser Teil der menschlichen Bildung
fehlt, wird es fiir junge Menschen schwierig, Verantwortung fiir die eigene Zukunft
zu iibernehmen.

11.1.7 Pupsende Kiihe

In den gesellschaftlichen Diskursen iiber aktuelle Themen der Zeit wie z. B. Ernih-
rung und Klimawandel gibt es so einige Gemeinplitze wie z. B.:

Die Kiihe pupsen Methan und Methan ist klimaschidlich und deshalb
diirfen wir alle kein Fleisch mehr essen.

Hat man im Mathematikunterricht des eigene Verstdndnis von Zusammenhéingen
aufgebaut, wird man sofort merken, dass diese Aneinanderreihung von Behauptun-
gen noch nicht einmal einen kausalen Zusammenhang aufweist.

Das ist aber nicht alles, wofiir wir Mathematik in diesem Zusammenhang brau-
chen konnen. Wenn wir uns real an der politischen Willensbildung unserer Demo-
kratie beteiligen mochten, miissen wir auch mit Argumentationen umgehen, die sich
auf die obige Phrase beziehen - sei es nun eine Argumentation dafiir oder dagegen.
Es folgt nun in aller Ausfiihrlichkeit ein solcher Gedankengang:

Einer der grofiten Produzenten von Rindfleisch ist Uruguay. Dort werden Rinder
hauptsichlich auf Naturweiden gehalten.! Manche Hersteller legen sogar Wert dar-
auf, dass ihre Rinder zu 100 % Gras fressen, sie immer auf Weiden gehalten werden
und auch keine Antibiotika oder Wachstumshormone den Rindern zugefiihrt wer-
den.> Die Beweidung findet dabei normalerweise auf Flichen statt, die fiir andere
Formen der Landwirtschaft wertlos sind. Es wird durch die Viehhaltung also nicht
der Anbau von Getreide oder Mais verhindert. Wird das Gras von den Rindern ab-
gefressen, wird es zum Wachstum angeregt und speichert dadurch CO,, sogar mehr
als pro Flicheneinheit ein Wald speichern kann.? In Thiiringen werden Karpatische
Wasserbiiffel dazu eingesetzt, Feuchtmoore wieder aufzubauen.* Das ist gut fiir den

Thttps://www.agrarheute.com/tier/rind/uruguay-mehr-rinder-menschen-570404#:~:text=Rindfleisch%20aus
9%20Uruguay %20genie%C3%9Ft%20weltweit,jedwede
%?20andere%20Leistungsf%C3%B6rderer%20sind%20verboten.

Zhttps://www.block-fleischerei.de/global-regional/uruguay

3https://www1.wdr.de/mediathek/video-weideland-als-co-speicher-100.html

“https://www.daserste.de/information/wissen-kultur/w-wie-wissen/Wasserbueffel-und-Hochlandrinder-fuer-
Klima-und-Naturschutz-100.html
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Naturschutz, der Bindung von CO, und den Artenschutz. Allerdings produzieren
nicht nur die Biiffel als Wiederkduer Methan, sondern auch Feuchtmoore sind Me-
thanemittenten. Bisher bildeten iibrigens die Feuchtgebiete der Erde die mit Abstand
groBte Quelle von Methan.? Das konnte sich aber mit den Daten des europiischen
Erdbeobachtungssatelliten Sentinal-5P® oder mit dem Instrument Earth Surface Mi-
neral Dust Source Investigation (EMIT) an der Internationalen Raumstation 1SS’
relativieren. Nun ist bei den Ultra-Emittenten Turkmenistan ganz vorne mit dabei,
wo Methan in groem Stil als Abfallprodukt bei der Férderung fossiler Brennstoffe
entsteht.®

Ist denn eine Kuh nun klimaschéddlich? Rinder stolen durch riilpsen (ca. 95 %)
und pupsen (5 %) Methan aus.” Im Gegensatz zu Kohlendioxid verbleibt es aber
nicht lange in der Atmosphire. Laut Umweltbundesamt ist es schon nach 12,4 Jahren
abgebaut, indem es zu Kohlendioxid zerfillt. '° Durch die Nahrung nimmt die Kuh
Kohlendioxid auf und der Kreislauf beginnt von vorn. Langfristig erhoht also eine
Kuh nicht den Anteil der Treibhausgase in der Atmosphire.!! Alles andere wiire
auch eine Uberraschung, wenn man bedenkt, dass

1. alle Wiederkduer Methan produzieren,12

2. sich diese Wiederkiuer seit 35 Millionen Jahren auf der Erde verbreiten und

3. der Kohlendioxidgehalt der Erdatmosphire in dieser Zeit rapide abgenommen
(!) hat.!?

Deshalb wird vorgeschlagen, die in CO,-Aquivalenten gemessenen kurzlebigen
Klimaschadstoffe wie Methan von Rindern anders zu bewerten als das bei der For-
derung fossiler Rohstoffe entstehende Methan.!* Es ist schlieBlich ein Unterschied,
ob das bei der Erdolforderung entstehende Methan'?, welches bis zu 500 Millionen
Jahre in der Erde lagerte'® der Erdatmosphire hinzugefiigt wird oder sich eine Kuh
als Teil der Natur in einem ausgeglichenen CO;-Kreislauf befindet.

Shttps://wiki.bildungsserver.de/klimawandel/index.php/Methan

Shttps://www.derstandard.de/story/2000133106052/satellitendaten-enthuellen-die-groessten-methanlecks-der-
welt

7https://futurezone.at/science/sensor-iss-raumstation-groesste-methan-emittenten-quellen-klimawandel-
erderwaermung/402200928

8https://www.derstandard.at/story/2000146267274/hotspots-der-globalen-methanemissionen-liegen-in-
turkmenistan

https://www.wetter.de/cms/klimakrise-methan-steigt-202 1 -staerker-als-je-zuvor-warum-ist-die-konzentration-
des-gases-so-hoch-4965475 . html

10https://www.umweltbundesamt.de/themen/klima-energie/klimaschutz-energiepolitik-in-
deutschland/treibhausgas-emissionen/die-treibhausgase

https://www.fokus-fleisch.de/methan-mythos-warum-rinder-keine-klimakiller-sind

2https://de.wikipedia.org/wiki/Methangirung

Bhttps://wiki.bildungsserver.de/klimawandel/index.php/Kinozoikum

Yhttps://www.nature.com/articles/s41612-018-0026-8

Bhttps://www.sciencemediacenter.de/alle-angebote/research-in-context/details/news/mehr-methanemissionen-
aus-der-erdoelfoerderung-als-gedacht/

1ohttps://www.lienert-ehrler.ch/upload/Entstehung.pdf
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Ubrigens war der Methanaussto von Wiederkiuern z. B. in den USA vor der
Ankunft der Europder kaum niedriger als der Methanausstof3 von landwirtschaftlich
gehaltenen Wiederkiuern heute.!” Das liegt vor allem an den 50 Millionen Bisons,
die damals durch die Prérien streiften. Selbst wenn man alle Rinder aus den USA
entfernen wiirde, wiirden das Land hochstwahrscheinlich wieder die Bisons, Elche,
Hirsche und Wildschafe iibernehmen und genauso viel Methan emittieren wie zuvor
die Rinder.'8 Falls das nicht der Fall sein sollte, wiirde es zu Buschbrinden kommen,
die dann noch mehr Methan freisetzen wiirden. '

Kommen wir zuriick zum Rindersteak aus Uruguay! Argumentiert wird, wenn
schon nicht das Rind und dessen Haltung das Problem sei, so sei aber doch der Import
des Fleisches wegen des langen Transportwegs sehr klimaschédlich. Schauen wir uns
dazu einmal eine Beispielrechnung an: Ein grofles Container-Schiff verbraucht pro
Standardcontainer 1,4 Liter Schiffs-Diesel auf 100 km.2° Ein solcher Container kann
mit 50 000 Rindersteaks a 200 Gramm befiillt werden. Das entspricht einem Gewicht
von 10 Tonnen (plus Verpackungsgewicht), wobei fiir solche Container 28,23 Tonnen
erlaubt sind.?! Die tatsichliche Entfernung, die ein Schiff vom Hafen in Montevideo
(Uruguay) bis nach Rotterdam zuriicklegt, betriigt 7681 nautische Meilen 2? , ent-
sprechend 14 225,21 km. Auf dieser Distanz werden pro Steak ca. 4 Milliliter (=
0,004 Liter) Treibstoff verbraucht. Zum Vergleich: Fahren wir mit einem Auto, das
auf 100 km 5 Liter Benzin verbraucht zu einem 2 km entfernten Supermarkt hin und
auch wieder zuriick, verbrauchen wir 200 Milliliter (0,2 Liter) Benzin. Das ist also
die 50-fache Menge, die fiir das Steak von Siidamerika bis nach Europa aufgewendet
wurde.

Sicherlich: Beriicksichtigt wurde hier nur der Transport des Fleisches auf dem
Seeweg. Durch die Verarbeitung im Erzeugerland und durch den Transport von Rot-
terdam in den Supermarkt entsteht aber ein zusétzlicher CO;,-Ausstof3. Doch das gilt
auch fiir viele andere Lebensmittel: Der Weizen fiir unser Brot wird mit Zugmaschine
(Traktor, Schlepper) und Sdmaschine in den Boden gebracht, wird mit einem Mih-
drescher geerntet und zum Bauern transportiert. Von dort geht es mit dem Lkw weiter
zur Miihle, zur GroBbickerei, zum Zentrallager des Discounters und dann weiter in
den Supermarkt.

Schauen wir uns noch eine weitere Rechnung dazu an: Wird in einem Auto ein
Liter Benzin verbrannt, werden 2,37 Kilogramm (!) CO; ausgesto3en. Durch einen
Liter Diesel entstehen sogar 2,65 Kilogramm CO,. >3 Gehen wir also davon aus, das

https://pubmed.ncbi.nlm.nih.gov/22178852/
8https://www.deutschlandfunkkultur.de/klimagas-nicht-nur-rinder-sind-methanschleudern-100.html
Yhttps://gfmc.online/wp-content/uploads/Planet-at-Risk-Vol-3-No-1-2015-Fire-White-Paper.pdf
2Ohttps://www.blick.ch/auto/abgefahren/umwelt-mythos-im-fakten-check-die-luege-vom-dreckigen-schiff-
id16750846.html
2l https://freightfinders.com/de/container-transport/20-ft-iso-container/
22http://ports.com/sea-route/port-of-montevideo,uruguay/port-of-rotterdam,
netherlands/#/?a=0&b=0&c=Port%200f%20Montevideo,%20Uruguay&d=
Port%200f%20Rotterdam,%20Netherlands
Zhttps://www.helmholtz.de/newsroom/artikel/wie-viel-co2-steckt-in-einem-liter-benzin/
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Steak habe mit seinen verbrauchten 4 Millilitern Kraftstoff 0,01 Kilogramm CO,
freigesetzt. Im Schnitt verursachen Deutsche 11,17 Tonnen CO,-Aquivalente pro
Jahr.?* Das sind ungefihr 30 Kilogramm pro Tag. Damit tréigt der Schiffstransport
unseres Rindersteaks ein Dreitausendstel zu unserem tdglichen CO;-Aussto3 bei.
Wollten wir diese ,,Umweltsiinde* wieder wett machen, konnten wir uns einmal mit
kaltem statt mit warmem Wasser die Hinde waschen.?’

In den genannten Quellen befinden sich haufenweise Schaubilder und aufberei-
tetes Datenmaterial. Da ist es schon hilfreich, sich mit Statistiken auszukennen, um
moglichst schnell einschétzen zu konnen, wie glaubwiirdig welche Quelle sein konn-
te.

So viel Datenmaterial kommt schnell zusammen, wenn man mal ein bisschen hier
und da googelt.

In der oben zitierten Studie, in der es um die unterschiedliche Bewertung von
Emissionen geht?® kommt folgender Satz vor:

Best-fit lines (dotted) in Fig. 3 are computed by a linear regression bet-
ween the logarithms of the quantities plotted, with RMS fractional pre-
diction errors expressed as

%2
100 x exp nj —1]%

where x? is the sum of the squared residuals of the logarithmic fit and n
is the number of scenarios or regions.

Wenn man das verstehen mochte, sollte man wissen, was Logarithmen, lineare Re-
gressionen und Residuen sind. Es ist sicher richtig, dass man nicht erst solche Studien
lesen und verstehen muss, bevor man sich an einer Diskussion beteiligen darf. Man
sollte aber auch bedenken, dass man moglicherweise mit Leuten diskutiert, die sol-
che Studien verstanden haben. So ist man dann direkt im Nachteil, wenn man Mathe
nicht kann. Wenn man diese Begriffe nicht kennt, weill man auch nicht, wie wichtig
dieser Satz ist. Vielleicht ist es der entscheidende Satz dieser Studie, vielleicht wird
aber nur das iibliche Standardverfahren erwihnt, welches mit der Hauptaussage der
Studie nur am Rande zu tun hat.

Letztlich ist es eine Frage des Gefiihls: Es ist ein Unterschied, ob man seine Un-
wissenheit in solchen Diskussionen immer kaschieren muss oder ob man mit breiter
Brust sagen kann: ,,Ich weil}, was da steht und ich habe das auch verstanden!*

Wir miissen auBBerdem beriicksichtigen, wie schnell solche Datenanalysen von-
statten gehen miissen. Will man sich eine Meinung zu solchen Gegebenheiten neben
der beruflichen Titigkeit, der Kindererziehung, der Zeit mit dem Ehepartner, den
Kampf mit den Behorden und den Reparaturen am Haus bilden, muss man ziemlich
schnell sein.

24https://www.gasag.de/magazin/nachhaltig/co2-ausstoss-mensch
Zhttps://soapandprecede.com/wissen/nachhaltigkeit/co2-duschen-wasserverbrauch-berechnen/
26https://www.nature.com/articles/s41612-018-0026-8
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Und wenn sie - liebe Leserin, lieber Leser - meinen, die Daten seien vollig falsch
dargestellt, aus dem Zusammenhang gerissen und iiberhaupt seien die Quellen der
Daten unglaubwiirdig: Gut so! Jetzt sind wir im Geschift! Wenn Sie die Daten tiber-
priifen oder kritisieren wollen, sollten sie sich aber mit den mathematischen Grund-
lagen dieser Daten auskennen.

11.1.8 Ottomotorische Verbrennung

Auf der Suche nach Anwendungen von Mathematik fiel mir mal ein Vorlesungs-
skript in die Hinde: Es ging darum, was zukiinftige Ingenieure wissen miissen, um
die Brennrdume von Otto-Motoren weiterentwickeln zu kénnen. Da kamen z. B. vie-
le Differentialgleichungen vor. Und auch wenn ich nicht alles sofort auswendig ge-
lernt habe, habe ich jetzt einen ganz guten Eindruck, was man da alles lernen kann.
Und ich habe einen Eindruck, was z. B. Ingenieure eines Autoherstellers machen,
wenn sie die Einspritzung des Benzins in den Brennraum optimieren wollen. Und
wenn mir jetzt jemand erzihlt, dass die Entwicklung eines neuen Motors ungefihr
zwel Milliarden Euro kostet, dann kann ich mir vorstellen, warum. Denn es sitzen
die Ingenieure nicht nur am Brennraum, sondern auch an der Kurbelwelle, an den
Dichtungsringen, am Getriebe etc. Kennt man sich in der Mathematik gut aus, kann
man sich ein solches Script mal eben durchlesen, um die Komplexitit der Sache zu
verstehen. Andernfalls bleibt einem derartige Literatur verschlossen.

11.1.9 Finanz-,,Produkte*

Ich habe mir mal ein Buch iiber Finanzmathematik durchgelesen. Jetzt weil} ich nicht
nur, wie man Kreditzinsen berechnet, sondern kann mir auch besser vorstellen, was
in einer Bank alles so berechnet wird oder auch mit welchen Mitteln dort gearbeitet
wird. Jetzt werden es Betriiger ziemlich schwer haben, mir toxische Finanzproduk-
te aufzuschwatzen. Ich wiirde mir z. B. tiberlegen: Wo wiirde in diesem Buch eine
Rechnung zu dem stehen, was dieser Finanzheini mir gerade erzidhlen will? Was
miisste man da alles berechnen? Und wenn man schon so fragt, fillt das ganze Kar-
tenhaus zusammen. Jetzt muss ich nicht mehr in etwas investieren, was ich nicht
verstehe.

Das ist zwar ein eher untypisches Beispiel fiir die Anwendung von Mathematik,
aber da es solche Beispiele gibt, soll hier auch eines davon erwihnt werden. Als
Mathematiker bin ich mit Mathebiichern vertraut und kann ein Mathebuch in meiner
Freizeit lesen - so wie andere Leute Romane lesen.

11.1.10 Kiinstliche Intelligenz

Kaum ein Thema wird zur Zeit so heifl diskutiert wie die KI (kiinstliche Intelli-
genz). Kann ein KI-generierter Avatar Gefiihle haben? Werden die Maschinen bald
die Kontrolle der Welt iibernehmen? Es gibt sogar Leute, die die Ausléschung der
Menschheit aufgrund der KI auf uns zukommen sehen. Um einen kiihlen Kopf zu
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behalten, ist es notwendig, zumindest in Grundziigen verstanden zu haben, wie eine
KI funktioniert. Diese Grundziige sind selbstverstidndlich mathematischer Natur.

11.2 ,,Mathe braucht man nicht*

Ich finde es immer wieder erstaunlich, wie mir Schiiler mit dem Brustton der Uber-
zeugung sagen: ,,.Das, was wir hier in Mathe machen, brauchen wir spiter nicht
mehr.*

Was soll ich darauf entgegnen? Vielleicht: ,,Mathematik wird sei iiber 100 Jahren
weltweit in allen Schulen unterrichtet. Und bisher hat noch niemand - wirklich nie-
mand - bemerkt, dass man das gar nicht braucht. Du bist wirklich der erste Mensch,
dem das auffallt!* Oder sollte ich personlicher antworten: ,,Mensch, jetzt unterrichte
ich schon seit iiber 30 Jahren und mir ist das noch nie aufgefallen. Aber jetzt, da du
das sagst, féllt mir auch auf, dass man das gar nicht braucht!* Oder vielleicht so: ,,In
Deutschland kostet der Mathematikunterricht an Schulen ungefihr 2 Milliarden Euro
pro Jahr. Und allen Lehrern, allen Bildungswissenschaftlern, allen Politikern und al-
len Steuerzahlern ist noch gar nicht aufgefallen, dass man das gar nicht braucht, was
man im Mathe-Unterricht lernt. Du bist wirklich die allererste Person, die darauf ge-
kommen ist. Vielleicht solltest du das den Leuten einmal sagen, dann wird denen das
bestimmt auch auffallen!*

11.2.1 Agressive Scheindebatte

Wenn Schiiler ein Schulfach nicht mogen, behaupten sie, man brauche es nicht. Das
ist bekannt. Vielleicht ist das nur mein personlicher Eindruck, aber in Mathematik
scheint es besonders schlimm zu sein. Schillers ,,Lied von der Glocke* braucht auch
kaum jemand, um seinem Tagesgeschift nachzugehen. Oder wie sieht es mit dem en-
doplasmatischen Reticulum aus? Braucht das jemand, um Brotchen zu kaufen? Wird
in anderen Fichern dieses ,,Braucht man nicht!* auch so ostentativ vorgetragen?

Solche Diskussionen werden fast immer von Schiilern initiiert, die Probleme mit
dem Verstdndnis der Mathematik haben. Jede Person, die erlebt, wie befriedigend es
ist, mathematische Zusammenhinge zu verstehen, fiihrt keine solche Scheindebatte.
Ich habe auch noch nie jemanden getroffen, der etwas verstanden hat und dann sagte:
Oh, so ein Mist, jetzt bin ich schlauer geworden. ,,Verstehen* ist eine Grundkonstan-
te des menschlichen Lebens und ist direkt mit dem Belohnungszentrum im Gehirn
verkniipft.

Wenn Schiiler mich fragen, wozu man Mathe braucht, wollen sie eigentlich nie
eine Antwort horen. Statt dessen wollen sie in aggressiver Weise durchsetzen, besser
zu wissen als ich, dass man Mathe nicht braucht. Es geht ihnen nur darum, in dieser
Situation zu obsiegen und mich fertig zu machen. Das gelingt ihnen zwar nicht, aber
eine sinnvolle Diskussion ist auch nicht moglich.



11.3. MATHE IST NICHT RECHNEN 121

11.2.2 Eltern

Mitunter kommt dieses ,,Mathe braucht man nicht!* sogar von den Eltern. So et-
was triagt dazu bei, Bildung verichtlich zu machen. Schiilern hilft es mit Sicherheit
nicht, wenn ihnen ihre Eltern sagen, was sie lernen, sei ohnehin nichts wert, da sie es
niemals brauchen wiirden.

Scheinbar gibt es wohl Eltern, die nicht wissen, welche Rolle Mathematik in un-
serer Gesellschaft spielt. Ich rede z. B. mit erwachsenen Menschen, die nicht wissen,
dass zur Entwicklung von Smartphones, Schiffsantrieben oder auch Medikamenten
Mathematik notwendig ist. Ohne Mathematik hétten wir noch nicht einmal etwas zu
essen, weil die Agrarflichen mit Maschinen bearbeitet werden, die von Ingenieuren
gebaut wurden, die dafiir einen Haufen Mathematik verwendeten.

11.2.3 Aber braucht man Mathe wirklich?

Schulische Lerninhalte sind nicht notig, um in unserer Gesellschaft iiberleben zu
konnen. Ansonsten wiren sehr viele Menschen bereits tot. Lehrinhalte er6ffnen Sicht-
weisen auf die Welt. So wird es jungen Menschen ermoglicht, die Welt z.B. aus Sicht
der Biologie, der Kunst, der Sprache, der Soziologie, der Physik oder eben auch der
Mathematik zu sehen. Es werden genau die Inhalte vermittelt, die {iber das Alltags-
verstandnis der Welt hinausgehen. Deshalb ist auch die Frage, wozu man Mathematik
im Alltag braucht, so unsinnig - obwohl man Mathe natiirlich auch dort verwenden
kann, wenn man mochte.

Unterrichtsinhalte sollten an die sich veridndernde Welt angepasst werden und
dazu ist es - zumindest in unserer Gesellschaft - iiblich, dariiber zu Streiten. Z.B.
vertritt die Deutsche Mathematiker Vereinigung diesbeziiglich andere Ansichten als
die Deutsche Kultusministerkonferenz. Das wie eine Stammtischparole vorgetragene
»-Mathe braucht man nicht® ist aber nicht Teil der Fachdiskussion.

11.3 Mathe ist nicht Rechnen

Viele Menschen glauben, Mathematik sei das, was man in der Schule macht. Und
auBerdem meinen sie, dass man in der Schule rechnet. Beides stimmt nicht. Alles,
was ab der 8. Klasse mit Variablen und Termumformungen passiert, ist damit in der
Wahrnehmung der meisten Menschen irgendetwas merkwiirdiges, was keinen Sinn
hat.

Ich frage mich manchmal, was Leute, die meinen, Mathematik sei rechnen, glau-
ben, was Studenten tun, wenn sie Mathematik studieren. Tatsdchlich habe ich schon
von einem erwachsenen Menschen (Arzt) die Meinung gehort, im Mathematikstudi-
um werde die Schulmathematik nochmal erklart.

Was auch immer wieder zu horen ist: Wenn das Ergebnis richtig ist, gibt es die
volle Punktzahl. In der Mathematik geht es darum, abstrakte Dinge und abstrak-
te Denkweisen zu verstehen und nicht darum, Ergebnisse hinzuschreiben. Solche
Falschansichten behindern den Lernerfolg.
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11.3.1 Mehr als Rechnen

Es gibt viele Griinde, sich mit Mathematik zu beschiftigen. Man kann die Klarheit
der Sprache, wie sie z. B. in Beweisen vorkommt, faszinierend finden. Voraussetzung
dafiir ist aber zu verstehen, dass Mathematik nicht rechnen ist. Man kann auch von
der Anwendung her zur Mathematik kommen, wenn man z.B. als Mediziner sieht,
wie viel Schindluder mit Statistiken getrieben wird. Man kann iiber die Asthetik geo-
metrischer Gebilde zur Mathematik kommen. Oder man kann aus philosophischen
Griinden Mathematik betreiben, weil man sich z.B. iiber die Axiomatik wundert.

11.3.2 Chance vertan

Diese ganzen Zuginge zur Mathematik werden normalerweise nicht beachtet, weil
in der gesellschaftlichen Wahrnehmung Mathematik mit dem Rechnen identifiziert
wird. Da tritt z. B. jemand in einer Talkshow auf, der besonders schnell Wurzeln von
Zahlen ausrechnen kann und es wird von Moderator und Gésten permanent behaup-
tet, dies sei Mathematik. Im Privaten erlebe ich das ebenfalls durchgehend: Fast alle
meine Bekannten sind der Ansicht, als Mathematiker konne ich besonders schnell
rechnen (was tatsichlich gar nicht der Fall ist). Dadurch gehen enorm viele Chancen
verloren, denn wenn junge Menschen ihre Interessen ausloten und von der Mathe-
Seite nur Rechnen ist Spiel gebracht wird, ist das wohl ziemlich unattraktiv.

11.3.3 Fantasie

David Hilbert wurde einmal nach dem Grund gefragt, warum einer seiner Studen-
ten das Fach gewechselt hat und nun Schriftsteller ist. Er antwortete: ,,Er hatte zu
wenig Fantasie.“ Diese Aussage ist nur deshalb witzig, weil die meisten Menschen
scheinbar nicht wissen, wie viel Fantasie fiir ernsthafte Mathematik notig, obwohl
man sich das fast schon herleiten kann: Da es in diesem Fach um abstrakte Objekte
und Strukturen geht, braucht man Fantasie, um diese sich vorstellen zu kénnen. Wie
soll das auch anders gehen? Sicher lassen sich erstaunlich viele Ideen der Mathema-
tik auch an konkret begreifbaren Modellen zeigen, aber der tigliche Umgang eines
Mathematikers mit diesen Dingen findet fast vollstindig in Gedanken statt - oder,
wenn man so will: in der Fantasie.

11.3.4 Forschung

Ebenfalls mit der Ansicht, es gehe um Rechnen, nicht kompatibel ist die Tatsache,
dass Mathematik Gegenstand der aktuellen Forschung ist. Dieses Fach wird also lau-
fend weiterentwickelt. Wenn ich das Leuten erzihle, sagen sie hdufig: Also 1+1 ist
2. Das war schon immer so und das wird sich auch nicht dndern. Das ist aber so sinn-
los wie zu behaupten, Autos konne man nicht weiterentwickeln, weil das Rad nicht
runder werden kénne oder es kénne keine neuen Romane geben, da alle Buchstaben
bereits bekannt seien.
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11.4 'Was muss ich hinschreiben?

Schiiler sind vielleicht jung und unerfahren, aber sie sind nicht doof. Sie kriegen
sehr schnell mit, was es braucht, um gute Noten zu bekommen: Das richtige Ergebnis
hinschreiben. Wenn ich mit ihnen dann die zu erledigenden Hausaufgaben bespreche,
fragen sie mich folgerichtig: Was muss ich hinschreiben?

11.4.1 Unsinnige Verfahren

Das fatale an dieser Sache ist, dass die Schiiler teilweise damit Recht haben. Selbst-
verstiandlich weise ich als Lehrer darauf hin, wie wichtig das Verstindnis ist, um
Aufgaben l6sen zu konnen. Allerdings gibt es auch Aufgaben, die man durch das
Auswendiglernen unsinniger Verfahren bewiltigen kann. Wenn Schiiler dann dar-
aus den Schluss ziehen, Mathematik brauche man nicht, haben sie recht, solange sie
unter ,,Mathematik* diese Verfahren subsumieren. Wenn nun noch die Eltern mit ih-
rem sehr einseitigen Wunsch nach guten Noten dazukommen, ist das Schlamassel
perfekt. Schiiler fithlen sich dann bestitigt, wenn sie Mathe nur als Reiz-Reaktions-
Schema aus ,,Aufgabe bekommen* und ,,Losung hinschreiben* sehen. Vermutlich
auch deshalb kommen sie in Diskussionen zum Thema ,,Wozu braucht man Mathe?*
zu solche abstrusen Argumenten wie: ,Ich brauche kein Mathe, weil ich mir nicht
vorstellen kann, dass mich auf der Strale mal jemand nach der binomischen Formel
fragt.”

11.4.2 Schiiler mitverantwortlich

Stellen wir uns einen jungen Menschen vor, der zum Fuf3balltraining erscheint, sich
aber nicht fiir FuB3ball interessiert, auch gar nicht trainieren mochte und dem Trainer
sagt: ,,Ich mochte nur wissen, wie man Tore schief3t.“ Wir konnen uns vorstellen, wie
die Geschichte ausgeht: Entweder der junge Mensch trainiert verniinftig, ndmlich so
wie der Trainer es sagt - oder er kann wieder nach Hause gehen.

In der Schule gibt es die letztere Option nicht, da ja Schulpflicht besteht. Deshalb
muss der Schiiler ein Einsehen haben und es einfach mal mit Verstindnis statt mit
unsinnigen Verfahren (die spiter im Leben tatsdchlich niemand braucht) probieren.
Das individuelle mathematische Verstidndnis aufzubauen ist aus vielen Perspektiven
die sinnvollste Mdoglichkeit, die ein Schiiler hat, mit dem Mathe-Unterricht umzu-
gehen. Meine Meinung: Wenn man schon in der Schule sitzt, kann man auch etwas
lernen! Was mochte der heutige Schiiler denn spiter seinen Kindern iiber die heutige
Schulzeit erzihlen? ,,Ich habe mich immer durchlaviert.“ oder ,,Ich. Habe. Mathe.
Verstanden.*“? AuBlerdem macht der Matheunterricht mehr Spall, wenn man etwas
versteht.

Viele schone Moglichkeiten der Unterrichtsgestaltung seitens des Lehrers stehen
und fallen mit der Selbststdndigkeit der Schiiler. Pointiert ausgedriickt bekommt also
jede Klasse den Unterricht, den sie verdient.



Kapitel 12

Mathematik im Internet

12.1 Fachbiicher

Schauen wir zunichst auf die Vergangenheit: Es gab mal eine Zeit, in der man nach
Fachwissen in Fachbiichern suchte. Das hatte den Vorteil, dass diese erstens von
Fachleuten mit Fachwissen geschrieben wurden und man zweitens an jeder Stelle
des Buchinhalts einen fachlichen Zusammenhang erkennen konnte. Lernt man aus
einem Fachbuch, kann man sicher sein, dass alles, was in diesem Buch steht, richtig
ist und einen Sinn ergibt. Die verwendeten Fachbegriffe gibt es tatsichlich und sie
werden auch richtig angewendet.

Der Prozess des Verstehens kann anstrengend sein. Man braucht mitunter Ziel-
strebigkeit und Durchhaltevermégen. Das ldsst sich aber nur dann sinnvoll aufbrin-
gen, wenn man von der Richtigkeit des Lehrmaterials iiberzeugt ist. Gerade fiir Ma-
thematikbiicher galt: Suchte man einen Begriff, sah man im Stichwortverzeichnis
nach und gelangte zur entsprechenden Seite des Buchs. Kamen auf dieser Seite Be-
griffe vor, die man nicht kannte, konnte man sicher sein, die Begriffsexplikationen
auf den vorherigen Seiten des Buchs finden zu kénnen - wenn sie nicht fiir das Ver-
standnis des Buchinhalts ohnehin vorausgesetzt wurden, was aber in einem der er-
sten Kapitel (meistens Einleitung genannt) eindeutig kommuniziert wurde. Zudem
hatte man im Buch einen fachlich motivierten Aufbau. Oder anders formuliert: Man
wusste halt, wo vorne und wo hinten ist. Dariiber hinaus waren alle relevanten In-
formationen in rdaumlicher und logisch stringenter Néihe zueinander zu finden. Die
Autoren von Fachbiichern benutzten eine Sprache fiir die Ewigkeit. Ich traue mich
das kaum zu sagen, aber man schrieb korrektes Deutsch. Grammatik ist dazu da, sich
prazise auszudriicken. Und wo konnte eine prizise Sprache wichtiger sein als in der
Mathematik? Es gab auch eigentlich keine Druckfehler. Vielleicht gab es auf 300
Seiten irgendwo mal einen Kommafehler.

Ich selbst habe die Schulmathematik zum groflen Teil aus richtigen Biichern ge-
lernt (nicht aus etwas, was sich heutzutage ,,Lehrbuch® nennt). Die Geometrie z. B.
aus einem Buch von Erich Gasse!. Da standen Definitionen, Sitze, Beweise, Erkli-

!Gasse, Erich, Mathematik fiir technische Berufe, Braunschweig, Vieweg Verlag, 15., durchgeschene Auflage,
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rungen, Aufgaben und Losungen drin. Verglichen mit heutigen Verhiltnissen war das
traumhaft schon.

Ein Nachteil dieser Fachbiicher war die beschrinkte Verfiigbarkeit. Wohl dem
Menschen, der iiber eine gut sortierte Hausbibliothek verfiigte. Trotzdem war es z.
B. fiir eine wissenschaftliche Titigkeit unmoglich, alle Biicher zu besitzen, die man
brauchte. Wollte man also etwas wissen, was die eigenen Biicher nicht hergaben,
musste man in eine Bibliothek gehen. Dazu musste man den Wissenserwerb zeitlich
und rdumlich planen und wenn man Pech hatte, war dieses eine Buch, welches man
benotigte, gerade ausgeliehen.

12.2 Mathe-Texte und -Videos im Netz

In diesem Abschnitt geht es darum, die mathematischen Inhalte im Internet qualitativ
einzuordnen.

12.2.1 Wikipedia

Wikipedia ist ein Online-Lexikon und stellt demnach Fakten bereit. Eine didaktische
Aufbereitung findet nicht statt. Deshalb diirfte es fiir einen Schiiler wohl schwierig
bis unmdglich sein, nur mit Wikipedia als einziger Quelle Mathematik tatséichlich zu
begreifen.

Zu beachten sind auch die sehr unterschiedlichen Terminologien, die in der Ma-
thematik Verwendung finden - abhéngig davon, in welchem Teil der Mathematik man
sich gerade befindet. Ein Beispiel: Normalerweise wird in der 7. Klasse der Funkti-
onsbegriff eingefiihrt. Dieser wird mit allerhand Beispielen aus dem Alltag motiviert
und kristallisiert dann zu der Gleichung

y=m-x+b.
AuBerhalb der Schulmathematik kann eine Funktion f : M — N definiert werden

als linkstotale, rechtseindeutige Teilmenge des kartesischen Produkts M x N. Dabei
bedeutet linkstotal

VxeM Jy e N((x,y) € f)

und rechtseindeutig bedeutet
Vx e nyhyz € N((x>yl) € f/\ (x7y2) € f =) :y2>

Moglicherweise ist eine solche Definition einer Funktion nicht das, was man als
Schiiler gesucht hat.
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12.2.2 Negative Auslese

Wihrend die Inhalte von Wikipedia noch einer gewissen Kontrolle unterliegen, gilt
dies fiir die meisten anderen mathematischen Inhalte im Netz nicht. So lassen sich
denn auch viele Fehler in Texten und Videos finden. Es scheint sogar eine negative
Auslese zu geben: Je schlechter z. B. ein Video aus mathematischer und didakti-
scher Sicht ist, desto mehr Aufrufe scheint es generieren zu konnen. Das Niveau
mathematischer Erkldarungen erlebte seit der Popularitét des Internets einen Absturz
apokalyptischen AusmaBes. Teilweise besteht der gesprochene Text in solchen Vi-
deos noch nicht einmal aus ganzen Sitzen, sondern aus zusammenhanglosem Ge-
stammel. Damit nicht genug finden sich auch noch Claqueure, die Kommentare wie
,.Beste Erklarung der Welt!* dalassen. Was diese Leute verstanden haben wollen,
wird mit Sicherheit ihr Geheimnis bleiben. Vor der Etablierung des Internets hatte
sich so etwas niemand vorstellen konnen.

Man mache sich klar, dass viele YouTuber und Konsorten Etikettenschwindel
betreiben: Da heifit ein Video z. B. ,,Exponentielles Wachstum®, aber statt der er-
wartbaren Definition werden Kochrezepte zur Losung moglicher Abituraufgaben ge-
zeigt. Ein Schiiler hat normalerweise nicht geniigend mathematische Erfahrung, um
folgenden Schluss klar zu sehen und die Konsequenzen zu ziehen: ,,Vom Titel her
verspricht das Video eine Erkldrung oder eine Definition des exponentiellen Wachs-
tums, aber der Autor des Videos hat mich angelogen und zeigt keine. Deshalb suche
ich jetzt weiter nach einer Definition.” Die meisten Schiiler werden statt dessen ein
unangenehmes Gefiihl verspiiren und denken, sie seien wohl zu dumm, um das ex-
ponentielle Wachstum zu verstehen.

Aber auch, wenn der Titel eines Videos nicht in die Irre leitet, werden fast nur
Verfahren gezeigt, die so simplifiziert wurden, dass sie vollig ohne Verstindnis me-
chanisch ausgefiihrt werden konnen. ,,Wenn die Aufgabe so und so ist, musst du
das und das hinschreiben.” Eine Darstellung mathematischer Zusammenhinge, die
Verwendung der Fachtermini, eine kohérente Prisentation oder gar das Bereitstel-
len einer Begriindung oder Erkldrung findet normalerweise nicht statt. Es gibt sogar
,Darstellungen von Oberstufen-Mathematik®, in denen auf Formeln verzichtet wird,
weil Formeln ja schon zu kompliziert seien. ,,Wenn du eine Aufgabe bekommst, in
der etwas aussieht wie das hier, dann musst den Teil hier da hinschreiben.* So re-
det man mit Kleinkindern, die noch nicht alle Gegensténde ihrer Lebenswirklichkeit
bezeichnen konnen.

Das Traurige fiir Schiiler ist: Sie wissen nicht, dass das Gezeigte keine Mathe-
matik enthélt. So versuchen sie moglicherweise etwas zu verstehen, was nicht ver-
stehbar ist, weil die Zusammenhénge, die verstanden werden konnten, nicht gezeigt
werden.

Ein weiteres Problem: Die Internet-Leute stellen sich zwischen Schiiler und Leh-
rer und sagen: ,,Hey, ich mache das jetzt ganz einfach fiir dich. Der bose Lehrer
macht das viel zu kompliziert.” Damit wird zusétzlich die Autoritéit des Lehrers un-
tergraben. Die Schiiler, denen man vorgibt, helfen zu wollen, haben dadurch keinen
Vorteil.
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12.2.3 Kommerzielle Anbieter

Kommerzielle ,,Bildungs-“Anbieter im Netz haben das Ziel, Geld zu verdienen. Das
ist an sich nichts schlimmes, denn letzteres ist - rein rechtlich gesehen - der Sinn
eines Unternehmens.

Nun gibt es grundsitzlich zwei Wege, ein Unternehmen, welches mit Bildungs-
videos Geld verdient, aufzuziehen:

1) Man produziert Videos und wertet aus, womit man am meisten Geld verdient.
Dementsprechend produziert man dann weitere Videos. Ebenso verfiahrt man mit der
Werbung: Man produziert mehrere Werbespots und wertet aus, welche am meisten
Geld bringen. In dieser Richtung arbeitet man dann weiter. Aulerdem gibt man sich
den Anstrich, besonders sorgfiltig auf die Bediirfnisse der Schiiler einzugehen und
ganz besonders innovativ zu sein - was man aber aufgrund des dargestellten Verfah-
rens selbstverstiandlich nicht ist. Letztlich ist es fiir die tdgliche Arbeit der Ange-
stellten wurscht, ob sie Videos oder Schweinehilften verkaufen: Es geht nur darum,
monetire Interessen zu befriedigen.

2) Man holt Leute mit moglichst viel Sachverstand zusammen, produziert die
besten Videos, die man sich vorstellen kann und versucht dann, das ganze mit dem
Argument, besonders gute Videos auszuliefern, zu vermarkten. In der Werbung wird
man dann wohl keine Eltern zeigen, die nun wegen der guten Noten ihrer Kinder
vollig begliickt sind, sondern man wird eher argumentieren, warum man die besten
Videos hat und mehr auf Fachleute (wie z. B. Lehrer) setzen, in der Hoffnung, aus
fachlichen Griinden weiterempfohlen zu werden.

Ich personliche kenne zur Zeit keinen kommerziellen Anbieter, den ich zur Num-
mer 2 zuordnen wiirde.

12.2.4 Was man tun kann

% Man sollte nie vergessen, dass es die fiir einen selbst passende Erklarung gibt.
Versteht man also im Netz dargestellte Mathematik nicht, ist man nicht zu
dumm, sondern hat nur noch nicht die passende Erkldrung gefunden.

% Mochte man Schulstoff mit Hilfe des Internet nachbereiten, kann man seinen
Lehrer nach Empfehlungen fragen. Das kann einem eine lange Suche ersparen
und man lernt vermutlich den am besten zur nichsten Klassenarbeit passenden
Lehrstoff.

% Man muss letztlich fiir sich entscheiden, welcher Seite man vertraut oder bei
welchem YouTuber man etwas lernt. Die Angebote sind sehr unterschiedlich
und eine lange Phase des Ausprobierens kann durchaus sinnvoll sein.

% Wenn ein kommerzieller Anbieter in der Werbung nur auf vorgespielte No-
tenverbesserung statt auf Verstidndnis der Mathematik setzt, ist er vermutlich
unserios.
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12.3 KI und Chatbots

KI (kiinstliche Intelligenz) und Chatbots (Sprachroboter wie ChatGPT, Bard, Bing,
Claude, etc.) werden die Bildungslandschaft stark veridndern.

Man kann jetzt schon Aufgaben der Schulmathematik in englischer Sprache als
Prompts fiir Chatbots verwenden und bekommt richtige Ergebnisse und auch ganz
ordentliche Losungswege angezeigt. AuBlerdem kann man zu jedem Losungsschritt
gezielt Fragen stellen und um eine ausfiihrlichere Dokumentation bitten. In deutscher
Sprache funktioniert das noch nicht ganz so gut; es ist aber wohl eine Sache von
Monaten, bis das der Fall sein wird.

Wenn dann also die Losung (inklusive ausfiihrlichem Losungsweg) jeder Mathe-
aufgabe zur Schulmathematik stets sofort zur Verfiigung stehen wird, werden Schiiler
sich umorientieren miissen. Es wird nicht mehr darum gehen, dem Lehrer die Erledi-
gung der Hausaufgabe nachzuweisen. Statt dessen wird es darum gehen, dass jeder
einzelne Schiiler sich fragt: ,,Wie verstehe ich denn die Mathematik?*“ Verglichen
mit der bisher iiblichen Frage ,,Was muss ich hinschreiben?* ist das eine Drehung
um 180 Grad. Es geht um den Aufbau eines individuellen Verstidndnisses, darum,
Mathematik als sinnvoll zu erleben und sich mit Mathematik wohlzufiihlen. Kein
Chatbot der Welt kann mir als Lernendem sagen, wie ich die Mathematik verstehen
muss, damit sie fiir mich rational wie auch emotional Sinn ergibt.

Lehrer konnen KI nutzen, um z. B. Probeklassenarbeiten und Probeklausuren in
beliebiger Anzahl herzustellen, die genau den Anforderungen entsprechen, die der
Lehrer mochte. Auch konnen Ubungsaufgaben in beliebiger Anzahl mit vollstindi-
gen Losungswegen sekundenschnell erzeugt werden, sofern es sich um Standardauf-
gaben handelt. Eine KI kann allerdings keine neuen Losungswege formulieren oder
besonders kreative Aufgaben oder didaktisch wertvolle Zeichnungen anbieten.

Es wird sich fiir die Mathelehrer etwas dndern, die sich bisher als die allein be-
fugten Personen gesehen haben, ihrer Klasse Losungen von Aufgaben angedeihen zu
lassen.

Es gibt einige Lehr- und Lernprogramme, mit denen der Prozess von der Lei-
stungsdiagnose fiir jeden einzelnen Schiiler iiber individuelle Ubungsaufgaben mit
ausfiihrlichen Losungswegen in beliebiger Anzahl, Probeklassenarbeiten etc. bis hin
zur individuellen Klassenarbeit automatisiert mit KI und ohne Lehrer ablaufen kann.

Auch wenn es vermutlich noch sehr lange dauern wird, bis solche Lernprogram-
me an Deutschlands Schulen flichendeckend zum Einsatz kommen, konnen wir uns
iberlegen, welche Vor- und Nachteile ein solches System hat.

Die Vorteile sind:

e Esist am Anfang eines neuen Themas klar, was genau das Lernziel ist.
e Es werden Erkldrungen angeboten, die wiederholt abgerufen werden konnen.

e Essind Ubungsaufgaben mit vollstindigen Losungswegen in beliebiger Anzahl
vorhanden.
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e Mit Tests kann jeder Schiiler beurteilen, was er schon kann und was er noch
lernen muss. Auch Liicken im Lehrstoff fritherer Themen kénnen diagnostiziert
werden.

e Jeder Schiiler bekommt ein individuelles Lernprogramm zugewiesen.

e Es stehen Probeklassenarbeiten zur Verfiigung, sodass kein Schiiler in der Prii-
fung unliebsame Uberraschungen erleben muss.

e Niemand muss Angst haben, bei einer falschen Antwort vor der Klasse bloB-
gestellt zu werden.

Héufig ist zu horen, ein Nachteil solcher KI-gestiitzten Lernsysteme sei die Tat-
sache, dass Schiiler umso mehr von diesen Systemen profitieren, je selbststindiger
sie lernen konnen. Das ist zwar richtig, trifft aber auch auf alle anderen Lernmdog-
lichkeiten zu, die heutzutage an deutschen Schulen angeboten werden.

Eindeutig sind mit solchen Systemen die Schiiler im Vorteil, die alleine und vi-
suell gut lernen konnen. Diejenigen, die eher haptisch oder auditiv lernen oder auch
eher im Austausch mit andern Menschen gut lernen kénnen, sind im Nachteil.

Um einmal konkret zu werden, kdnnen wir uns folgende Situation vorstellen: Wir
sind in einer typischen 9. Klasse, fiihren ein KI-gestiitztes Lernsystem ein und es geht
um ein Wurzelgesetz mit den iiblichen Aufgaben dazu, deren Losungen richtig oder
falsch sein konnen. Dann werden wir auf der einen Seite Schiiler sehen, die sich fiir
Mathematik interessieren und die im Mathe-Unterricht der letzten Jahre stets etwas
gelernt haben. Deren Lernstandsdiagnose wird keinerlei Liicken im Lehrstoff zutage
fordern. Sie werden dann ca. 15 Minuten dafiir brauchen, drei bis vier Aufgaben zu
diesem Wurzelgesetz zu rechnen und es fiir den Rest ihres Lebens ohne die Erledi-
gung weiterer Ubungsaufgaben zu beherrschen. Auf der anderen Seite werden wir
Schiiler sehen, deren Lernstandsdiagnose ergibt, dass sie die Grundschulmathematik
nicht beherrschen und sie also zumindest einen Teil des Lehrstoffs der letzten acht
Schuljahre erneut lernen miissen, um das Wurzelgesetz verstehen zu kénnen.

KI-gestiitzte individuelle Trainingsprogramme konnen nun dabei helfen, eine in-
nere Differenzierung im Matheunterricht auch faktisch umzusetzen.



Kapitel 13

Und sonst noch

13.1 Eltern

13.1.1 Gute Noten

Eltern mochten, dass ihre Kinder gute Noten in der Schule haben. Das ist verstind-
lich. Nun haben aber die Schulnoten in Mathe nicht viel mit dem mathematischen
Verstindnis eines Schiilers zu tun. Gute Noten konnen mit relativ wenig Verstandnis
erzielt werden und ein gutes mathematisches Verstindnis fiihrt nicht unbedingt zu
guten Noten. Gerade in der Wahrscheinlichkeitsrechnung kann Verstdndnis eine gu-
te Bewertung verhindern, wenn ndmlich Aufgaben falsch oder grob unsinnig gestellt
sind und von Schiilern erwartet wird, falsche Mathematik als Losung hinzuschreiben
(siehe dazu den Abschnitt ,,Falsche Mathematik*). Oder es kann die miindliche Note
schlecht ausfallen, weil jemand Ruhe braucht, um Mathematik zu lernen - eine Ruhe,
die sich im Klassenraum nur selten einstellt.

Obwohl ich die Einteilung von Menschen in dumm und schlau vehement ablehne,
weil sie vollig unsinnig ist, muss hier ganz deutlich gesagt werden: Liebe Eltern,
wenn IThr Kind eine schlechte Mathe-Note hat, heifit das nicht, dass Ihr Kind dumm
ist!

Aus meiner Unterrichtstétigkeit weifl ich, wie sehr es jungen Menschen hilft,
wenn deren Eltern nicht nur die Note im Blick haben, sondern sich auch fiir das
mathematische Verstiandnis und dafiir interessieren, wie ihr Sohn/ ihre Tochter den
Mathe-Unterricht erlebt. In meinem Unterricht schaffe ich zunichst fiir den Schiiler
positive Erlebnisse mit Mathematik, um eine Offenheit dem Lernen und dem Fach
gegeniiber zu erreichen. Eine positive Lernatmosphire ist nicht nur die Vorausset-
zung fiir mathematisches Verstindnis (und damit tendenziell auch fiir gute Noten),
sondern es ist ein Wert an sich, zu dem Eltern durch echtes Interesse und eine opti-
mistische Einstellung einen grofien Teil beitragen konnen.

Machen wir uns klar, wie negativ sich Notendruck auf Schiiler auswirkt: Lernt ein
Schiiler z. B. fiir die nidchste Klassenarbeit, weil} er niemals, ob er geniigend gelernt
hat, weil ihm normalerweise das didaktische Fachwissen dazu fehlt. Er kann somit
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die Erwartung seiner Eltern, sich gut auf die Klassenarbeit vorzubereiten, gar nicht
erfiillen. Zudem kann der Schiiler nicht wissen, was in der Klassenarbeit drankommit,
denn: Ich erlebe immer wieder im Nachmittagsunterricht, wie sich Lehrer nicht an
die eigenen Vorgaben halten. Z. B. geben Lehrer ihren Schiilern eine Liste mit einer
detaillierten Aufstellung, welche Lehrinhalte und sogar welche Aufgabentypen vor-
kommen werden. Trotzdem kommen dann in der Klassenarbeit Aufgaben und sogar
Themen dran, die mit der Liste nichts zu tun haben. Auch in dieser Beziehung ist der
Schiiler also auf verlorenem Posten.

Auch an dieser Stelle sei der Hinweis an die Mathe-Lehrer erlaubt: Ist eine Klas-
senarbeit erstellt, lassen sich mit KI auf Knopfdruck beliebig viele dhnliche Klassen-
arbeiten erzeugen. Hindigt man Schiilern diese als Probeklassenarbeiten aus, konnen
sie sich viel besser vorbereiten, als wenn sie sich von den Aufgaben iiberraschen las-
sen miissen.

13.1.2 Was man tun kann

% Statt einfach nur gute Noten zu erwarten, konnen Eltern solche Erwartungen
an ihre Kinder richten, die diese auch erfiillen konnen, wie z. B.

— bis zur nichsten Klassenarbeit jeden Tag 20 Minuten lernen.

— bis zur niichsten Klassenarbeit die vom Lehrer ausgegebenen Ubungsauf-
gaben 16sen kdnnen

— Hausaufgaben regelmiBig anfertigen

% nach jeder Mathe-Stunde zusammen mit dem Kind die Inhalte der Stunde durch-
gehen und konkret erfiillbare Malnahmen ableiten, falls Verstdndnis- oder son-
stige Probleme auftreten

% nach jeder Klassenarbeit mit dem Kind zusammen altersgerecht analysieren,
wie man gemeinsam in Zukunft vorgehen mochte

% immer wieder deutlich machen, dass es primir um die geistige Entwicklung
des Kindes und nicht um gute Noten geht

% immer wieder deutlich machen, wie wenig schlechte Noten mit der Intelligenz
des Kindes zu tun haben.

13.1.3 Negative Einstellung

Wenn Eltern eine negative Einstellung zur Mathematik haben, geben sie diese an ihre
Kinder weiter - auch wenn sie sich bemiihen, sich nichts anmerken zu lassen. Dieses
Buch ist unter anderem geschrieben worden, damit Eltern sich mit der Mathematik
aussohnen konnen. Auch wenn Eltern wihrend ihrer Schulzeit nicht so gut in Mathe
waren, heillt das nicht, dass sie das (moglicherweise) Fehlen eines ,,Mathe-Gens* an
ihre Kinder vererben (siehe dazu ,,Was heifit schon Talent?*). Mit einem halbwegs
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verniinftigen Mathe-Unterricht, Zeit zum Uben und den richtigen Methoden (siehe
dazu ,,.Der Schliissel zum Verstindnis*) kann jedes Kind Mathe lernen.

Schlimmer noch als eine negative Einstellung ist es, wenn Eltern aktiv daran ar-
beiten, die Mathematik zu diskreditieren, indem sie z. B. ihren Kindern erzihlen,
Mathe brauche man im Leben nicht. Die Begriindung ist dann oft: ,,Ich habe Mathe
auch nicht gebraucht.” Aber nur weil Eltern die Mathematik nicht gebraucht haben,
heiit das nicht, dass ihre Kinder auch keine Mathematik brauchen werden (siche
dazu ,,Wozu braucht man Mathe?*). Die Welt dndert sich und wird sich weiter dn-
dern. Wir wissen nicht genau, was unsere Kinder brauchen werden. Wir kénnen uns
aber verschiedene Szenarien vorstellen. Das wird auch weltweit genauso gemacht.
In allen denkbaren Szenarien kommen aber immer drei Féacher als erstes vor: Mut-
tersprache, Fremdsprache, Mathematik.

13.1.4 Was man tun kann

% Jeder Mensch kann Mathe lernen. Wenn Eltern ihre Kinder unterstiitzen, geht
das sogar noch besser.

% Es gibt kein Mathe-Gen, deshalb kann man auch keinen Mangel eines Mathe-
Gens an seine Kinder vererben.

% Keine Schuldigen suchen. Es brichte auch nichts, wenn der Lehrer schuld wé-
re.

13.1.5 Bulimie-Lernen

Mathe lernen ist so dhnlich wie sportliches Training: Mochte man in einer Sport-
art seine personliche Bestleistung erreichen, muss man iiber Jahre hinweg regelmai-
Big trainieren. Regelmdflig bedeutet dabei, alle ein bis zwei Tage zu trainieren (im
Leistungssport zuweilen zwei Trainingseinheiten pro Tag). Leider sehen meiner Er-
fahrung nach viele Eltern diese Parallele zwischen Sport und Mathematik tiberhaupt
nicht: Alle zwei bis drei Monate vor der Klassenarbeit drei Tage hintereinander ein
bis zwei Stunden Mathe lernen reiche vollig aus, meinen sie. RegelméaBig vor Klas-
senarbeiten kontaktieren mich Eltern und fragen nach ein paar zusitzlichen Nachhil-
festunden genauso wie sie kurz nach Klassenarbeiten vereinbarte Stunden absagen
mit der Begriindung, bis zur nédchsten Klassenarbeit sei ja noch viel Zeit. Das ist
aber das typische Bulimie-Lernen: Kurz vor der Klassenarbeit das Wissen in sich
hineinstopfen, es in der Klassenarbeit auswerfen und kein Wissen bei sich behalten.
Weder mathematische Féahigkeiten noch Fertigkeiten konnen auf diese Weise aufge-
baut werden. Mit den Jahren werden so die Wissensliicken immer gréfer, bis man
vielleicht einen Monat vor dem Abiturtermin feststellt, dass man eigentlich die ge-
samte Schulmathematik wiederholen miisste - wofiir es dann selbstverstindlich zu
spit ist.
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13.1.6 Eltern als Nachhilfelehrer

Klar, das kann alles super funktionieren. Manche Eltern sagen: ,,Naja, das werde
ich meinem Kind ja wohl noch selbst erkldren konnen. Aus Erfahrung muss ich
leider sagen: Nein, vielleicht nicht. Etwas selbst unbestreitbar verstanden zu haben
bedeutet nicht, es auch erkldren zu kénnen. Das fiangt schon bei der Grundschulma-
thematik an. Eltern lernen mit ihren Kindern das kleine Einmaleins, indem sie das
Kind die Zahlenreihen aufsagen lassen. Die Aufgaben, die das Kind aber im Schul-
unterricht sowie in Klassenarbeiten zu 16sen hat, erfordern meist aber vollig andere
Denkweisen als das Aufsagen beispielsweise der 8-er Reihe.

Viele Menschen meinen, Mathematik &dndere sich nicht. Sie begriinden das mit
Sitzen wie: ,,Eins und eins ist zwei und daran wird sich auch nichts d@ndern.* Auch
wenn sich das Ergebnis wohl nicht sindern wird!, so hat sich in den letzten Jahren ge-
dndert, wie gerechnet wird, womit gerechnet wird, worauf Rechnungen angewendet
werden, mit welchen Methoden gerechnet wird usw. Wenn also Eltern ihren Kindern
die Mathematik so erkldren, wie sie sie vor 30 Jahren gelernt haben, werden die-
se Erkldrungen fiir die Kinder hochstwahrscheinlich nur sehr eingeschrinkt nutzbar
sein. Schlimmer noch: Wird in der Schule Mathematik ganz anders betrieben als die
Eltern es erklért haben, fiihrt das eher zu Verwirrung als zum Lernerfolg. Zudem kon-
nen Kinder in einen Loyalitdtskonflikt geraten: Wenn ein Schiiler eine Hausaufgabe
mit einer bestimmten Methode bearbeiten soll, die Eltern aber eine andere Methode
fiir besser halten, hat der Schiiler die Wahl, sich entweder mit den eigenen Eltern an-
zulegen und die Methode des Lehrers zu verteidigen oder den Eltern zu folgen und
damit die Hausaufgabe aus Sicht des Lehrers falsch zu erledigen.

13.2 Nachhilfe

Der Nachhilfemarkt in Deutschland ist sehr speziell: Es treffen werbetechnisch ex-
trem hochgeriistete, bundesweit agierende Nachhilfekonzerne auf Eltern, die einzig
und allein daran interessiert sind, sich mit moglichst wenig Geld bessere Noten fiir
ihr Kind zu erkaufen. Welche Bliiten das treibt, siecht man an folgendem Beispiel:

Nachhilfeanbieter werben gerne mal damit, ihre Nachhilfekrifte seien
besonders jung. Dahinter steht die Vorstellung, als junger Mensch sei
man an den Problemen der Schiiler ,,am nichsten dran®. Stellen Sie sich
einmal vor, sie hitten demnéchst eine Gehirn-OP und der Gehirnchirurg
stellt sich Thnen im Vorgesprich als besonders jung und unerfahren vor.
Fiihlen Sie sich dann deshalb besonders gut aufgehoben? Oder - noch
schlimmer: Sie lassen Ihr Auto in einer Werkstatt reparieren und dort
sagt man Thnen, man werde die Reparatur einem besonders jungen Lehr-
ling, der sich im ersten Lehrjahr befindet, iiberlassen. Dann freuen Sie
sich doch bestimmt und zahlen einen besonders hohen Preis, weil nicht

'Es gibt iibrigens Bestrebungen, auch das Ergebnis zu verindern. Weil beim Rechnen eindeutige Ergebnisse vor-
kommen, wird Rechnen von manchen Menschen als médnnlich empfunden und in ihrer Ablehnung alles ménnlichen
versuchen sie, alternative ,,Ergebnisse® zuzulassen.
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der alte Kfz-Meister mit viel Erfahrung an Threm wertvollen Auto her-
um schraubt, oder? Sicher nicht! Merkwiirdigerweise funktioniert das in
Deutschland im Nachhilfemarkt aber tatsédchlich so: An das eigene Au-
to darf nur das hochstqualifizierte Fachpersonal. Fiir das eigene Kind ist
aber der billigste Student sicher gut genug.

Der Durchschnittslohn von Nachhilfekriften liegt knapp iiber dem Mindestlohn.
Dass man damit keine hochqualifizierten Lehrer bezahlen kann, bedarf wohl keiner
Erklarung. Man darf sich als Eltern auch gerne klar machen, dass (meistens) der
grofite Teil des Geldes, welches man pro Unterrichtsstunde an das Nachhilfeinstitut
bezahlt, nicht beim Lehrer ankommt, sondern bei den Leuten bleibt, die das Institut
betreiben.

Trotzdem kann Nachhilfe sinnvoll sein und sie kann viel mehr, als die sofortige
Notenverbesserung. Es geht auch darum,

e cine positive Atmosphire zu schaffen,

e den Schiilern zuzuhoren,

e 7u zeigen, dass Mathe auch ganz anders sein kann,

o Interesse fiir Mathematik zu wecken,

e Begeisterung fiir Mathematik zu zeigen,

e Schiiler zu stirken, Geborgenheit zu vermitteln,

e Erkldrungen anzubieten, die in der Schule nicht angeboten werden kdnnen,
e Erklidrungen zu zeigen, die dem Lerntyp entsprechen,
¢ individuelle Lernmethoden zu lernen,

o auf die speziellen Fragen eines Schiilers einzugehen,
e cin starker Partner an der Seite des Schiilers zu sein.

Es kann fiir einen Schiiler ein schones Gefiihl sein, wenn sich jemand um ihn
kiimmert und wenn den Nachhilfelehrer tatsichlich interessiert, was der Schiiler
denkt und wie er etwas versteht.

Wenn ich als Nachhilfelehrer eine Stunde Zeit mit einem einzigen Schiiler ha-
be, wird er - wenn nicht andere Probleme vorliegen, die mit Mathe nichts zu tun
haben - etwas verstehen und mit dem guten Gefiihl nach Hause gehen, (einen Teil
der) Mathematik verstanden zu haben. Dieses Gefiihl ist Gold wert! Viel zu oft kom-
men sich junge Menschen dumm vor, weil sie schlechte Noten haben und deshalb
glauben, Mathe nicht verstehen zu konnen. Eine einzige Nachhilfestunde, in der der
Schiiler tatsdchlich etwas versteht, kann das Selbstbild massiv positiv und nachhaltig
veridndern.

Und noch schéner wird’s, wenn Schiiler in der Nachhilfe so richtig zeigen kon-
nen, was in ihnen steckt. Es ist keine Seltenheit, wenn ich mit einem Schiiler den
Schulstoff von einer Woche in 20 Minuten erarbeite.
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13.2.1 Was man tun kann

% Sich als Eltern mit seinem Kind zusammen gut iiberlegen, was man von der
Nachhilfe erwartet: Soll es eine Hausaufgabenaufsicht sein? Soll sich die Note
verbessern? Soll das Kind ein individuelles Verstindnis von Mathematik auf-
bauen?

% In sinnvollen Zeitraumen die Erreichung der Ziele iiberpriifen.

% Die menschliche Komponente nicht vergessen: Wenn sich das Kind im Nach-
hilfeunterricht wohl fiihlt, ist das viel wert, auch wenn sich die Note nicht sofort
verbessert.

% Den Nachhilfelehrer um eine Einschédtzung des Unterrichtsverlaufs bitten. Er-
zdhlt er dann begeistert von all den Unterrichtsideen, die schon umgesetzt wur-
den? Kennt der Lehrer die (Ihnen bekannten) Schwierigkeiten Ihres Kindes und
bietet er erfolgversprechende Losungen an?

% Moglichst keine langfristigen Vertrdge eingehen.

13.3 Dyskalkulie

Dyskalkulie ist eine Teilleistungsschwiche und bezeichnet ausgeprigte Schwierig-
keiten beim Erlernen des Rechnens. Dabei geht es nicht um Schwierigkeiten, die
mit Mathematik zu tun haben, sondern es geht nur um das Zahlenrechnen, welches
wir normalerweise in der Grundschule erlernen. Mit der Intelligenz einer Person hat
Dyskalkulie kaum etwas zu tun. Ahnlich wie bei der Gesichtsblindheit geht es bei
der Dyskalkulie um einen sehr engen Bereich der menschlichen Kognition.

Um Mathematik zu verstehen ist es von Vorteil, rechnen zu kénnen. Notig ist
es allerdings nicht. Ab dem Zeitpunkt, an dem im Schulunterricht Variablen, Terme
und Gleichungen vorkommen, spielt das Rechnen eine immer geringere Rolle. Da
auBerdem fiir jede beliebige Rechnung der Taschenrechner verwendet werden kann,
kann man auch mit Dyskalkulie in der Schule gute Noten haben.

In der richtigen Mathematik geht es zudem um prizise Definitionen, um logische
Begriindungen und abstrakte Strukturen. Das Zahlenrechnen kommt dabei eigentlich
gar nicht mehr vor.

Eltern mochten keine dummen Kinder haben. Kranke Kinder sind aber ok. Des-
halb wird von mehreren Seiten her versucht, Dyskalkulie als Krankheit hinzustellen.
Z. B. ist das Kind dann nicht zu dumm fiir Mathe, sondern es hat ungliicklicherweise
eine Krankheit, fiir die es ja nichts kann. Auflerdem sehen Eltern dadurch mitunter
die Moglichkeit, Druck auf Lehrer auszuiiben. Letztere sollen Schiilern dann trotz
schlechter Leistungen gut Noten geben, weil das ja sonst Diskriminierung sei.

Das Problematische an diesen Argumentationen ist das Schubladendenken: Statt
individuelle Losungen zu suchen, wird versucht, durch das Etikett ,,Dyskalkulie®
Forderungen durchzudriicken. Fiir einen konstruktiven Umgang mit Problemen in
der mathematischen Bildung eines Schiilers miissen aber meistens alle Beteiligten
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zusammenarbeiten: Schiiler, Eltern, Lehrer. Das kann anstrengend sein. Geht aber
nicht anders.

Die andere Gruppe von Personen, die daran interessiert sind, dass Dyskalkulie
als Krankheit verstanden wird, sind Anbieter von Dyskalkulie-,,Therapien. Nennt
man sein kommerzielles Bildungsangebot Therapie statt einfach nur Nachhilfe, kann
man viel hohere Preise am Markt durchsetzen. Oftmals kann man auf deren Web-
sites einen Online-Test durchfiihren, der iiberdurchschnittlich hdufig zum Ergebnis
hat, dass man an Dyskalkulie leidet, weil die Website-Betreiber ja ihre Therapie ver-
kaufen wollen. Aullerdem ist meist von neuesten Erkenntnissen die Rede, die der
jeweilige Anbieter in seinen Therapien beriicksichtigt und die - selbstverstandlich -
alle anderen Anbieter nicht beriicksichtigen. Deshalb kann man das eigene Angebot
noch teurer verkaufen.

Dyskalkulie ist aber keine Krankheit und es gibt weder Pillen noch Therapien
dagegen. Es ist eine Symptombeschreibung. Dyskalkulie ldsst sich auch nicht so
Diagnostizieren, wie sich bei manchen Krankheiten z. B. ein Virus nachweisen lésst.

Wie fiir die Gesichtsblindheit gilt auch fiir die Rechenblindheit - also Dyskalkulie
- dass das Uben des Rechnens - egal mit welchen Mitteln - eben nicht die Rechenfi-
higkeit erhoht. Die Nicht-Therapierbarkeit ist also die definierende Eigenschaft der
Dyskalkulie. Deshalb kann man Dyskalkulie auch nicht ,heilen®.

Guter Mathematikunterricht in der Schule wie auch in der 1-zu-1-Betreuung (Nach-
hilfe) sollte immer den individuellen Zugang eines jeden Menschen zur Mathema-
tik beriicksichtigen und dementsprechend ein fachlich fundiertes und individuelles
Lehrangebot bereitstellen, welches sich nach den spezifischen Lernvoraussetzungen
eines jeden Menschen richtet. Dabei ist es irrelevant, ob die Lernvoraussetzungen
als Dyskalkulie oder mit anderen Begriffen beschrieben werden. Jeder Mensch kann
sein Verstindnis fiir Mathematik verbessern, unabhiingig davon, wo man startet.

13.3.1 Was man tun kann
% Jeden Tag ein paar Minuten iiben statt einmal in der Woche zwei Stunden.

% Wenn man das Rechnen mit Zahlen jeden Tag iiben muss, ist das normal und
hei3t nicht, dass man Dyskalkulie hat.

% Die Art des Ubens sollte vom Lernfortschritt abhiingen. Wenn sich z. B. beim
Auswendiglernen des kleinen Einmaleins kein Fortschritt erzielen lésst, sollte
man die Methode des Lernens @ndern.

% Rechnungen mit begreifbaren Materialien iiben: Rechnungen an der Zahlenge-
rade durchfiihren, Rechnen mit Holzwiirfeln, Zehnerstiben, Hunderterplatten
etc., Cuisenaire-Stdbe verwenden, Multiplikationen am Hunderter-Brett durch-
fithren, usw.

% Beim Rechnen Ersatzstrategien verwenden.

% Es gibt keine Lernstrategie, die fiir alle Menschen passt. Deshalb sollte man
die Lernmethoden durch Versuch und Irrtum immer wieder anpassen.
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% Jeder Mensch kann sich mathematisch verbessern - auch Menschen mit Dys-
kalkulie!

13.4 Unterrichtsausfall

Es gibt Linder, in denen der Unterricht nicht ausfllt, wenn ein Lehrer krank ist.
Jeder Lehrer muss im Krankheitsfall seine Unterrichtsentwiirfe am Krankheitstag
bis 7:00 Uhr morgens an die Schule gesendet haben. Dann wird der Ersatzlehrer
informiert, der den Unterricht durchfiihrt.

In Deutschland hingegen gibt es erstens keine Ersatzlehrer, die vorgehalten wer-
den und zweitens sind die Schulen so knapp mit Lehrern besetzt, dass jeglicher Aus-
fall eines Lehrers meist nicht ersetzt werden kann. Ich weifl gar nicht, wann mir
ein Schiiler zum letzten Mal sagte, in seiner vergangenen Schulwoche sei kein Un-
terricht ausgefallen. Oftmals finden nur ein oder zwei Unterrichtsstunden pro Tag
statt. In Zukunft wird der Lehrermangel hochstwahrscheinlich schlimmer werden,
weshalb es zu noch mehr Unterrichtsausfall kommen wird.

Zusitzlich gibt es offiziell geplante Unterrichtsausfille: Wandertage, Klassen-
fahrten, bewegliche Ferientage, Projekttage oder -wochen (an/ in denen zwar der
Unterricht nicht ausfillt, meist aber kein Mathe-Unterricht gemacht wird), Schulfest,
Abiturstreich, Sportfeste, Zeugniskonferenzen der Lehrer, Fortbildungen der Fach-
lehrer etc.

Zu erginzen sind noch die regelmaBig stattfindenden, aber offiziell nicht geplan-
ten Unterrichtsausfille: Erst einige Tag nach den Sommerferien findet regulidrer Un-
terricht statt, vor den Weihnachtsferien fallen mehrere Tage Unterricht wegen allge-
meinen Kekse-Essens aus, zum Halbjahreswechsel und vor und nach den Osterferien
sind auch noch mehrere Tage unterrichtsfrei und nach der letzten Klassenarbeit vor
den Sommerferien kénnen sich Schiiler und Lehrer nicht mehr zu reguldrem Unter-
richt aufraffen. Relativ neu ist das Phianomen, dass Familien mit ihren Kindern schon
Wochen vor der Zeugnisausgabe in den Urlaub fliegen.

Das kann man alles schlimm finden, aber dadurch wird sich nichts dndern. Es ist
jetzt wohl Aufgabe der Schiiler (hoffentlich zusammen mit ihren Eltern), sich umzu-
orientieren: Sie sollten viel selbststdndiger werden und die Unterrichtsausfille zum
Lernen verwenden, statt zu chillen. Sie haben die Moglichkeit, ihre Abschlussprii-
fung oder das Abitur mit viel oder wenig vorausgegangener Lernzeit zu absolvieren.
Deshalb wire es gut, wenn sie sich von der Vorstellung, Unterricht finde im Klassen-
verband mit anwesendem Lehrer statt, verabschieden wiirden.



Teil 11

Mathematik kann ganz anders
sein
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Das Positive an Mathematik

Eine Influencerin stellte ihren Followern einmal die Aufgabe, mit einem Wort das
positivste des aktuellen Tages zu nennen. Ich schrieb in den Thread: Mathematik. Die
Reaktionen reichten von vo6lligem Unverstindnis bis hin zu Wut. Da wurde mir klar,
wie wenig Menschen iiber die positiven Eigenschaften von Mathematik informiert
sind - obwohl sie laut Stundenplan dieses Fach in der Schule hatten. Die folgende
Liste ist selbstverstindlich nicht vollstidndig.

e Mit Mathematik denkt man immer unabhéngig - auch unabhéngig von Leuten,
die einem ihre Meinung aufzwingen wollen. Ein mathematischer Beweis ist
nur der Wahrheit verpflichtet. Es ist schlicht und ergreifend nicht moglich, in
einen Beweis Liigen einzubauen.

e Es gibt vieles, was in der Mathematik nicht vorkommen kann: Prahlerei, Ego-
ismus, Hierarchie, Demagogie, Verkaufsstrategien etc.

e Vielen Frauen wird - z.B. von minnlichen Anhéngern archaisch ausgelegter
Religionen - das Studium der Mathematik verboten, weil diese Madnner Angst
haben, die Frauen konnten dann zu schlau zum Gehorchen werden (wobei diese
Befiirchtung ja durchaus berechtigt ist). In der Mathematik hat nicht recht, wer
alter ist oder lauter schreit. Insofern ist Mathematik zutiefst liberal und weltof-
fen. Alles wird begriindet, bewiesen und auf Sinnhaftigkeit {iberpriift. Alter-
native Fakten, Schaumschldgerei oder Pseudowissenschaft haben dort keinen
Platz. Ebenso ist Mathematik das inkludierendste und gender-freundlichste,
was es auf der Welt gibt. Zumindest in der Lesart, dass fiir die Mathematik
das Geschlecht einer Person vollig egal ist.

e Mathematisches Verstdndnis 6ffnet den Geist und die Seele. Es geht immer
darum, etwas neues an sich heranzulassen und iiber sich hinaus zu wachsen.
Anders lassen sich mathematische Zusammenhiinge gar nicht verstehen. Das
geht nur mit positiven Schwingungen.

o Hinter jedem Beweis kann sich eine neue Welt auftun. Und oft genug passiert

139



140

KAPITEL 14. DAS POSITIVE AN MATHEMATIK

das auch! Es sind Welten voller Licht und Harmonie - zumindest empfinden
das viele Mathematiker so (mich eingeschlossen).

In der Mathematik gibt es keinen Platz fiir Betrug, noch nicht einmal fiir den
Selbstbetrug. Man kann sich nicht selbst dariiber betriigen, ob man etwas ver-
standen hat oder nicht.

Mathematik verbindet und fordert Freundschaften. Treffen sich zwei Mathema-
tiker, reden sie nur iiber Mathematik - mit wachsender Begeisterung. Wenn Sie
das mal beobachten, werden Sie feststellen, dass diese Menschen von jetzt auf
gleich ganz anders werden - so wie eine Person, die plotzlich in ihrer Mutter-
sprache sprechen darf. Fast schon iiberfliissig ist es, zu erwihnen, dass Mathe-
matikern das Geschlecht, die Hautfarbe, die Herkunft, die Religion des anderen
Mathematikers politisch-ideologisch vollig egal ist.

e Wenn man in Mathe etwas versteht, ist das ein Gefiihl, was mit nichts auf die-

ser Welt vergleichbar ist. Mathe ist halt die Koénigsklasse. Wenn man das dann
selber kann, ist einem die Anerkennung sicher. Ich erlebe das mit der Kénigs-
klasse jeden Tag.
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Verstandnis

Es gibt viele Beschreibungen des Verstidndnisses von Mathematik: Meistens geht
es darum, auf die richtigen Losungen der gestellten Aufgaben zu kommen, logi-
sche Zusammenhinge zwischen mathematischen Sachverhalten herstellen zu konnen
und neue Informationen in Gelerntes integrieren zu konnen. Das ist zwar alles nicht
falsch, trifft aber einen gewissen, entscheidenden Punkt nicht. Um diesen deutlich
zu machen, sei ein Vergleich erlaubt: Was bedeutet es, Musik zu verstehen? Neben
vielen iiblichen und anerkannten Beschreibungen werden wir uns sicher auf eine Sa-
che einigen konnen: Wir konnen Musik nur dann verstehen, wenn wir einen triftigen
Grund haben, uns ernsthaft mit Musik zu beschéftigen. Das kann ein apodiktischer
Zorn sein, den die Rolling Stones anfangs ihrer Karriere auf die Biithne brachten; das
kann ein feingeistiges Riff sein wie es Sting in ,,The Shape of My Heart* hervorge-
bracht hat oder das kann ein disruptives Konzept sein, welches John Cage in ,,4°33*
zu ,,Gehor* bringt.

Auch in der Mathematik gibt es viele unterschiedliche Anlisse, die Lust auf mehr
machen. Allen gemein ist wohl: Wir haben uns angestrengt, haben etwas wirklich
verstanden und sind in der Lage, das bewusst wahrzunehmen. Das ist der Moment,
in dem wir zum ersten mal merken: ,,Das, was ich jetzt verstanden habe, war vor-
her nicht in meinem Leben. Und es ist wirklich toll, dass es da ist. Das mochte ich
jetzt ofter haben!* Vielleicht sehen wir dabei die Harmonie der Zahlen, wie sie alle
zusammenpassen und wie wir damit alle Rechnungen ausfiihren kénnen. Oder wir
sehen mathematische Konzepte wie Anteile, Symmetrien oder Funktionen, die wir
vorher nicht sehen konnten. Oder wir sehen zum ersten Mal einen Beweis und mer-
ken sofort, dass wir ab jetzt in einer ganz anderen Liga spielen.

Leider gibt es Menschen, die in ihrer gesamten mathematischen Schullaufbahn
niemals ein solches Erlebnis hatten. Das ist auch deshalb sehr schade, weil faktisch
jeder Mensch im Mathe-Unterricht etwas versteht. Nur wird das vielen Schiilern auf-
grund der ,,spezifischen* Gegebenheiten unseres Bildungssystems gar nicht bewusst.
Es brauchte einen Moment des Innehaltens und der Riickschau, um zu bemerken,
welche mathematischen Sachverhalte man z. B. vor zwei Wochen oder vor zwei
Stunden noch gar nicht kannte. Einige Moglichkeiten, solche Momente zu schaffen,
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sind in den Abschnitten ,,Frageliste zum Verstindnis“ und ,,Frageliste zum Losen
von Aufgaben® besprochen.

15.1 Warum ist die Banane krumm?

Mit der stindig wiederholten Frage ,,Warum?* fragen Kinder einem das sprichwort-
liche Loch in den Bauch. Leider kommt diese Frage im Schulunterricht so gut wie
gar nicht vor, obwohl es in der Mathematik nichts gibt, was nicht begriindet ist. Das
mag einer der Griinde dafiir sein, warum viele Menschen Mathe nicht verstanden ha-
ben. Wenn Sie, lieber Leser, liebe Leserin, an IThren Mathe-Unterricht zuriickdenken:
Wie oft ist IThnen die Frage: ,,Warum ist das so?‘ beantwortet worden? Die durch-
schnittliche Antwort - nach meiner personlichen Erfahrung - ist: Niemals.

Wenn Schiiler nach dem Warum fragen, fragen sie meist nicht nach dem formalen
Beweis eines Lehrsatzes. Sie mochten mit der Antwort auf diese Frage die neuen ma-
thematischen Objekte und Denkweisen zu ihrer eigenen Sache machen; sie mochten
die Mathematik mit ihrem Denken, Fithlen und Handeln verbinden konnen. Und weil
Menschen es normalerweise nicht mégen, fiir sie sinnlose Handlungen auszufiih-
ren, die andere Menschen ihnen vorschreiben, mochten Schiiler von der Mathematik
iberzeugt werden; sie mochten vor sich selbst rechtfertigen konnen, Mathematik zu
betreiben.

Fragen Schiiler nach dem Warum, mdéchten sie meist auch nicht wissen, wie man
eine Aufgabe rechnet. Die Fragen zielen meiner Erfahrung nach auf viel komplexere
Zusammenhinge ab. Hier ist eine Liste von Fragen, die mir so oder so dhnlich von
Schiilern gestellt wurden. Manche dieser Fragen wurden mir nicht in dieser Formu-
lierung gestellt und manche Formulierungen habe ich etwas zugespitzt, das dndert
aber nichts an den Themen und Inhalten, nach denen gefragt wurde.

e Warum rechnen wir mit Buchstaben?

e Was bedeutet es, wenn eine Termumformung richtig ist und warum ist sie rich-
tig?

e Warum konnen wir Gleichungen mit Aquivalenzumformungen 16sen?

e Gibt es reinen Zufall?

e Was ist Wahrscheinlichkeit?

o Passiert wahrscheinliches hidufiger als unwahrscheinliches?

e Wenn der Miinzwurf ein Zufallsversuch ist und die Miinze machen kann, was
sie ,,will*, warum zeigt sie dann meist ungefihr zu 50 % ,,Kopf* und ungefihr
zu 50 % ,,Zahl* an?

e Wenn wir in einer Stichprobe 100 Leute befragen und 60 % angeben, gerne
Schokolade zu essen, was wissen wir dann iiber alle anderen Leute, die wir
nicht gefragt haben? (Schluss von der Stichprobe auf die Grundgesamtheit)
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e [st etwas wahr, wenn es bewiesen ist?
¢ Sind die Beweismethoden bewiesen?
e Ist die Mathematik wahr?

o Ist die Welt mathematisch?

e Wenn Gott nett zu den Menschen gewesen wire, hitte er dann nicht eine Welt
ohne Mathematik gebaut?

e Warum kann man ein lineares Gleichungssystem mit dem Additionsverfahren
16sen?

e Wenn wir die Nachkommastellen der Quadratwurzel von 2 nicht aufschreiben
konnen, woher wissen wir dann, dass es diese Zahl gibt?

¢ Sind negative Zahlen eigentlich ,,richtige* Zahlen?

e Warum gibt es genauso viele
gerade Zahlen {0; 2; 4; 6; 8; 10; 12; ...}
wie natiirliche Zahlen {0; 1; 2; 3;4; 5;6; 7; ...}?

e Warum kann man die Kreiszahl 7 nicht genau bestimmen?
e Gibt es wirklich unendlich viele Zahlen?

e Wenn es unendlich viele Zahlen gibt, wie kann man dann wissen, dass etwas
fiir alle Zahlen gilt? Man kann es ja nicht ausprobieren.

e Wenn etwas logisch ist, kann das dann unmoglich falsch sein?
e Kann Gott machen, dass 2 +2 = 5 ist?

e Wie rechnen Auf3erirdische?

Wenn man so will, stecken hinter diesen Fragen die ganz einfachen Kinderfragen:
Warum ist das so? Warum machen wir das? Was soll das? Meiner Erfahrung nach
gibt es kaum einen Schiiler, der diese Fragen nicht beantwortet haben mochte.

Interessanterweise kennen Lehrer im Schuldienst, mit denen ich spreche, solche
Fragen von Schiilern oftmals gar nicht. Daraus schliee ich, dass Schiiler in 6ffentli-
chen Schulen entweder keine oder andere Fragen stellen, als in meiner Mathematik-
Schule.

Mathematik zu verstehen kann auch bedeuten, bestimmte Verfahren schnell und
fehlerfrei ausfithren zu konnen. Z. B. kénnte man in der Lage sein, quadratische
Gleichungen zu 16sen - und zwar alle quadratischen Gleichungen. Das kann zu ei-
nem sehr befriedigenden Gefiihl fithren, was aber unsere heutigen Schiiler immer
weniger erleben diirfen. Es soll Mathematik ja nicht mehr gepaukt und es sollen kei-
ne Pidckchen mehr gerechnet werden. Das fiihrt aber auch dazu, dass Schiiler niemals
das Gefiihl haben, ein Thema wirklich zu beherrschen.
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Ich war einer der ersten in Deutschland, die einen Live-Stream zur Abiturvor-
bereitung angeboten haben. Eine lokale Zeitung berichtete dariiber im Vorfeld. Da
die Zuschauer live Fragen stellen konnten, wollte der Reporter wissen, ob ich nicht
Angst davor hitte, Fragen nicht beantworten zu konnen. Ich sagte ihm, es sei fiir
mich als Mathematiker ein Leichtes, alle denkbaren Fragen zur Schulmathematik zu
beantworten. Daraufhin fragte er immer wieder, ob ich nicht doch Angst vor sehr
intelligenten Schiilern hitte, weil er einfach nicht verstehen konnte, dass man sein
Fachgebiet beherrschen kann. Etwas wirklich zu beherrschen, ist eine Grunderfah-
rung, die man im Fach Mathematik machen kann. Man sollte eine solche Moglichkeit
Schiilern nicht vorenthalten. Das ist eine Erfahrung, die das Leben pridgen kann, z.
B., weil man dann keine Angst mehr vor Fragen oder ,.intelligenten* Menschen ha-
ben muss. Ubrigens wird die ganze Diskussion um das in der Schule zu lernende
Faktenwissen - welches man angeblich nicht brauche, weil man ja alles bei Wiki-
pedia nachlesen konne - fast nur von Leuten gefiihrt, die gar nicht wissen, was es
bedeutet, ein Fachgebiet zu beherrschen.

15.2 Erkliarungen

Um deutlich zu machen, wie unterschiedlich Erkldrungen fiir unterschiedliche Men-
schen sein sollten, schauen wir uns eine grobe Einteilung der Problemldse-Typen
an:

1. Konkret-praktische Problemldser: Diese Personen betrachten Probleme aus ei-
ner praktischen Perspektive und finden oft konkrete Losungen fiir spezifische
Probleme.

2. Konkret-theoretische Problemldser: Diese Personen betrachten Probleme eben-
falls aus einer praktischen Perspektive, suchen aber auch nach einer theoreti-
schen Grundlage fiir ihre Losungen.

3. Abstrakt-praktische Problemloser: Diese Personen kombinieren theoretische
Uberlegungen mit praktischen Anwendungen und suchen nach innovativen Lo-
sungen fiir komplexe Probleme.

4. Abstrakt-theoretische Problemloser: Diese Personen 1osen Probleme auf theo-
retischer Basis und suchen nach allgemeinen Prinzipien, die auf verschiedene
Probleme angewendet werden konnen.

Das, was Menschen unter Mathematik verstehen, hangt unter anderem vom Pro-
blemlose-Typ ab. Das hat nichts mit dem zu tun, was mit einem Intelligenztest ge-
messen werden kann. Es gibt noch viele weitere unterschiedliche Einteilungen. Das
heif3t, schon das, was Menschen unter der Losung eines Problems verstehen, ist sehr
unterschiedlich. Damit also die Losung einer quadratischen Gleichung einen Sinn er-
gibt, ist es fiir manche Menschen hilfreich zu wissen, welches konkrete Problem da-
mit gelost wird. Andere interessieren sich fiir die Anwendungen quadratischer Glei-
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chungen auf Alltagssituationen im Allgemeinen oder sie stellen es sich als Funkti-
onsgraphen im Koordinatensystem vor (z. B. als Nullstellen) oder sie mochten wis-
sen, wie die einzelnen Umformungsschritte durchgefiihrt werden oder sie sehen in
der Ergebnismenge das Resultat von Aquivalenzumformungen oder sie brauchen die
Herleitung der p-q-Formel, um sich mit quadratischen Gleichungen wohl zu fiihlen
oder sie sehen die moglichen Schnittpunkte einer Normalparabel mit einer Geraden
etc.

Diese verschiedenen Moglichkeiten, Losungen quadratischer Gleichungen zu ver-
stehen, sind weder besser noch schlechter als andere und sie sind schon gar kein Aus-
druck von mehr oder weniger Mathe-Talent. Wird nun eine dieser Versionen aktuell
im Unterricht besprochen, haben alle die Schiiler, die eine andere Erkldrung favori-
sieren, den Eindruck, es nicht so richtig zu verstehen und vielleicht auch nicht schlau
genug fiir die Mathematik zu sein.

15.3 Begreifbare Mathematik

Die Mathematik bildet mit Symbolen und Formeln teile der Realitdt ab. Angefan-
gen bei den natiirlichen Zahlen bis hin zum Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung lassen sich alle mathematischen Zusammenhinge an anfassbaren Modellen
nachvollziehen. Nebenbei bemerkt stecken auch hinter vielen Objekten, Sitzen und
Beweisen der Universititsmathematik recht handfeste Ideen.

Leider wird Schulmathematik kaum an begreifbaren Modellen ausgefiihrt.

Das Rechnen mit Briichen kann an Bruchstreifen geiibt werden, auch das Multi-
plizieren und Dividieren von Briichen. Die Vorlagen dazu gibt es gratis im Internet.
Man miisste sie nur noch ausdrucken und ausschneiden. Damit konnte man viele
Menschen beim Verstidndnis des Rechnens mit Briichen unterstiitzen.

Das Losen von Gleichungen kann mit eine Balkenwaage geiibt werden (die auch
fiir negative Zahlen geeignet ist). Es reicht aber auch eine Wippe, die man schnell
aus Alltagsgegenstinden zusammenbauen kann. Mit zwei Wippen lassen sich sogar
die Funktionsweisen der Losungsmethoden linearer Gleichungssysteme handgreif-
lich nachvollziehen.

Mit Pizza oder einfach neutralen Kreissektoren konnen nicht nur die Divisionen
durch Briiche, sondern auch antiproportionale Zuordnungen verstanden werden.

Das Galton-Brett kommt im Abschnitt ,,Unser Gespiir fiir Wahrscheinlichkeiten*
zum FEinsatz. Dabei geht es um den fundamentalen Zusammenhang zwischen der
relativen Hiufigkeit eines Ereignisses und der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses.
AuBerdem lassen sich mit diesem Modell Binomialverteilungen gut nachvollziehen.

Das Verstiandnis, wie Statistik funktioniert, 1dsst sich mit Boxen mit roten und
blauen Kugeln und mit ein paar Listen von Mdoglichkeiten aufbauen. Dabei geht es
um das Problem, wie wir etwas {iber eine Grundgesamtheit wissen konnen, wenn wir
aus dieser doch nur eine Stichprobe entnommen haben.

Es gibt noch sehr viele Modelle, an denen Mathematik buchstéblich begreifbar
gemacht werden kann. Warum diese in der Schule nur in verschwindend geringem
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MalB zum Einsatz kommen, hat im Wesentlichen immer den gleichen Grund: Mit
solchen Modellen konnte man Mathematik tatsichlich verstehen - ein Verstindnis,
nach dem in den zentralen Priifungen (Abschlusspriifung mittlerer Schulabschluss,

Abitur) aber nicht gefragt wird.



Kapitel 16

Der Schliissel zum Verstindnis

16.1 Alles aufschreiben

Der Schliissel zum Verstindnis ist, aufzuschreiben, was man denkt. Auch wenn es
sich banal anhort: Man erdffnet sich damit enorme Moglichkeiten!

Haben wir einen Text vor uns, den wir verstehen mochten, konnten wir Begrif-
fe klédren, alternative Formulierungen finden, Beispiele durchrechnen, vermeintli-
che Widerspriiche benennen etc. Unser Arbeitsgedéchtnis ist aber schnell iiberlastet,
wenn wir alle diese Moglichkeiten im Kopf behalten wollen und gleichzeitig eine
dieser Moglichkeiten ausfithren mochten. Schreiben wir aber unsere Gedanken auf,
konnen wir einen Schritt konkret ausfiihren, ohne alle anderen Moglichkeiten im
Kopf behalten zu miissen. Wenn wir eine Moglichkeit nicht weiterverfolgen wollen,
schreiben wir uns auf, warum das so ist, denn moglicherweise probieren wir noch an-
dere Moglichkeiten aus, die ebenfalls nicht direkt zum Ziel fiihren und wir méchten
die erste Moglichkeit neu bewerten. Dann ist es gut, wenn wir aufgeschrieben haben,
warum wir an dieser Stelle nicht weitergedacht haben. Ansonsten miissten wir uns
alles erneut iiberlegen.

Durch das Aufschreiben unserer Fragen und Gedankenginge machen wir erst
das Erlernen einer systematischen Verstidndnisarbeit moglich. Erst so konnen wir
Riickschau halten und aus dem lernen, was wir uns iiberlegt haben.

Gerade im Fach Mathematik ist die Gefahr groB3, ins Griibeln zu geraten. Finden
wir dann nicht schnell eine Losung, wird die Losungssuche zunehmend ineffektiver
und am Ende stehen wir vielleicht mit gar nichts da. Wenn wir aber aufschreiben,
was wir denken, haben wir immer und immer wieder ein Erfolgserlebnis, weil wir
sehen konnen, was wir schon geleistet haben.

Zudem vergleichen wir uns so mit uns selbst und nicht mit anderen oder mit 4u-
Beren Anforderungen. Beispielsweise haben wir am Anfang unserer Uberlegungen
eine vage Vermutung, wie etwas zu verstehen sei. Durch weiteres Nachdenken kom-
men wir dann zu einer préziseren Formulierung und nach der Beschaffung einiger
Informationen vielleicht zu einer noch genaueren Version unserer Vermutung. Unse-
re nichsten Schritte beziehen sich also immer auf das, was wir uns iiberlegt haben
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und nicht darauf, was andere konnen oder wollen.

Es kann immer mal passieren, dass wir ein Problem nicht kldren kénnen. Dann
konnte es das Beste sein, die Sache beiseite zu legen und sich das Problem vielleicht
am nédchsten Tag nochmals vorzunehmen. Haben wir dann nicht aufgeschrieben, was
genau wir uns iiberlegt haben, fangen wir am néachsten Tag wieder fast von vorne an.
Auf der anderen Seite kann es sehr befriedigend sein, beim erneuten Durchlesen
unserer Aufzeichnungen festzustellen, wie neu und frisch unsere Sichtweise jetzt ist.
Wir bemerken dann auf jeden Fall, was wir alles gelernt haben.

Wenn wir jemanden um Rat fragen mochten, ist es sehr hilfreich, unsere Auf-
zeichnungen parat zu haben. Diesem Menschen miissen wir dann ja erst erkliren,
was genau wir nicht verstanden haben und was wir schon ausprobiert haben. Gerade
wenn wir unseren Lehrer etwas fragen mochten, kann es von Vorteil sein, wenn wir
auf dessen Frage: ,,Was genau hast du nicht verstanden?** nicht mit ,,Alles!* antwor-
ten miissen.

16.2 Vorbereitung

Die richtige Wahl der Informationsquelle kann einem viele Stunden sinnloser Arbeit
und iiberfliissigen Frust ersparen!

Habe ich die Quelle meiner Information richtig gewihlt? Lerne ich aus einem ver-
trauenswiirdigen Fachbuch oder von einem YouTuber, der keine Ahnung hat? Oder
suche ich Erklidrungen, wo keine sind, z. B. in Schulbiichern?

Ist meine Informationsquelle vollstindig? Mochte ich von einer Website lernen,
die eigentlich eine Werbeseite ist und die - z. B. zur Suchmaschinenoptimierung -
nur nebenbei in paar Informationen bereitstellt?

Gibt es einen groBeren Zusammenhang, in dem die Information eingebettet ist?
Ist es ein einzeln stehendes Informationshidppchen oder ist es in einem Kapitel eines
Buches oder Teil einer Playlist?

Welche Motivation haben die Autoren? Geld verdienen? Ist das Video gemacht,
um hohe Klickzahlen zu generieren? Sind Inhalte und Darstellung politisch motiviert
wie z. B. teilweise in Schulbiichern?

Ist die Information didaktisch aufbereitet? Oder ist es ein Lexikon-Eintrag, der
lediglich Fakten bereitstellen soll?

Welches Vorwissen muss ich mitbringen, um die vorhandene Information zu ver-
stehen? Richtet sich der Text an Mathematiker? An Grundschiiler?

Wie nah ist die Quelle der Information an dem dran, wofiir ich das Verstindnis
primir verwenden mochte? Lerne ich genau das, was in der nidchsten Klassenarbeit
dran kommt? Hat mein Lehrer mir diese Quelle empfohlen? Sind es Abituraufgaben
meines Bundeslandes der letzten Jahre?
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16.3 Lernvoraussetzungen

Wenn ich einen Satz nicht verstehe: Ist dieser Satz Teil einer Erklarung, die man ver-
stehen soll oder wird einfach nur ein Faktum genannt? Gerade Beweise, die fiir das
Fachpublikum geschrieben sind, sind oft zwar formal richtig, aber auch moglichst
kurz gehalten. Die Fragen, warum so und nicht anders bewiesen wird, was die Be-
weisidee ist oder wie man auf einen solchen Beweis kommt, wird dann im Beweis
nicht beantwortet.

Welches Vorwissen habe ich? Welches Vorwissen brauche ich, um die Informa-
tionen zu verstehen? Wenn ich das Teilen von Briichen verstehen mochte, konnte es
von Vorteil sein, wenn ich nicht nur weif3, was ein Bruch ist, sondern auch sicher
mit Briichen umgehen, z. B. sie multiplizieren kann. Wenn ich den Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung verstehen mochte, ist es wohl sinnvoll, wenn ich
schon weil}, was Differentiale und was Integrale sind und diese auch hinreichend
geiibt habe.

Kenne ich alle Begriffe, die vorkommen? Kenne ich die Definitionen aller Be-
griffe? Habe ich alle Definitionen verstanden? Lerne ich aus einem Fachbuch, fin-
de ich alle Fachbegriffe, die an einer bestimmten Stelle im Buch vorkommen, auf
den vorherigen Seiten. Werden die Begriffe als Fachbegriffe oder umgangssprach-
lich verwendet? Z. B. haben die Worter ,,Funktion®, ,,Menge* oder auch ,,Theorie*
eine fachsprachliche wie auch umgangssprachliche Bedeutung.

Was habe ich bereits verstanden? Kann ich genau die Grenze zwischen dem, was
mir bekannt und dem, was mir unbekannt ist, beschreiben?

Was ist das, was ich verstehen mochte? Ist das eine Definition? Ein Lehrsatz? Die
Losung einer Aufgabe? Mochte ich das Warum oder das Wie verstehen?

Wozu ist das, was ich lernen mochte, da? Ist das ein Teil einer Theorie? Kann
man das anwenden? Ist das eine Folgerung? Ist das ein Beweis?

16.4 Der Verstandnisprozess

e Was genau mochte ich verstehen?

e Was bedeutet es fiir mich, es zu verstehen? Dass ich Anwendungsaufgaben
dazu 16sen kann? Dass ich die Begriindung nachvollziehen kann?

o Fehlt mir Information? Wo kann ich die Information beschaffen? Was genau
miisste ich meinen Lehrer fragen, um die gewiinschte Antwort zu bekommen?
Kann ich meine Frage priziser stellen? Kann ich eine Ja-Nein-Frage daraus
machen?

e Wenn alles keinen Sinn ergibt: Gibt es einen Teil, der Sinn ergibt? Wie miisste
die Angelegenheit gestaltet sein, damit sie einen Sinn ergibt? Was fehlt mir?
Der Zweck? Der Beweis? Der Zusammenhang? Die anschaulich-intuitive Be-
griindung?
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Wenn ich einen (Lehr-)Satz verstehen mochte: Welche Frage mochte ich beant-
wortet haben? Suche ich ein Beispiel fiir die Anwendung eines Satzes? Suche
ich die Bedeutung des Satzes? Suche ich den Bezug von Begriffen zueinander?

Gibt es eine andere Formulierung des Satzes? Kann ich den Satz anders formu-
lieren? Wenn ich den Satz anders formuliert habe: Kann ich noch eine zwei-
te, dritte, ... Moglichkeit ausprobieren? Oder gibt es zu viele Moglichkeiten?
Kann ich Teile des Satzes weglassen, damit die Bedeutung/ die zentrale Aus-
sage deutlicher wird?

Gibt es einen Spezialfall des Satzes?
Was konnte mit dem Satz gemeint sein?
Kann ich ein Beispiel durchrechnen? Kann ich das Beispiel iiberpriifen?

Was kann/ konnte dieser Satz bedeuten? Kann ich eine Moglichkeit ,,durch-
spielen“? Wenn ich von einer bestimmten moglichen Bedeutung ausgehe: Er-
gibt dann alles weitere einen Sinn? Ergeben sich Widerspriiche? Passt dann der
Satz zu den Voraussetzungen?

Kann ich die Aussage des Satzes intuitiv verstehen? Kann ich den Satz an-
schaulich verstehen?

Warum ist der Satz so, wie er ist? Warum gilt der Satz?
Was ist der Zweck des Satzes? Welchen Vorteil hat dieser Satz?

Was genau habe ich nicht verstanden? Was ist genau der Punkt, an dem ich
nicht weiter komme? Was genau heil3t ,,weiterkommen*“?

Ist der Satz widerspriichlich? Sind die Konsequenzen unsinnig?

Wenn der Satz so gemeint wire, wie ich ihn verstehe: Was funktioniert dann
nicht? Warum kann das nicht sein? Oder kann es doch sein? Was folgt daraus?
Warum ist das, was da steht, volliger Quatsch? Warum kann das, was da steht,
nicht sein?

Was sind die Konsequenzen aus dem, was da steht? Sind die Konsequenzen
unsinnig? Oder widerspriichlich?

Welche Folgerungen ergeben sich aus dem Satz? Sind die Folgerungen sinn-
voll? Widersprechen die Folgerungen bekannten Fakten?

Wenn ich die Schritte einer Rechnung oder die Schritte eines Beweises verste-
hen mochte:

Habe ich den Anfang verstanden?

Was genau habe ich verstanden?
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e Kann ich den Anfang umgangssprachlich formulieren?
e Bis zu welcher Zeile ist mir alles klar? Was verstehe ich, was ist unzweifelhaft?
e Was verstehe ich nicht am Schritt zur nachsten Zeile?

e Wenn ich wissen mochte, ob eine Aussage immer gilt: Kann ich zeigen, dass
die Aussage manchmal gilt? Habe ich wenigstens ein einziges Beispiel? Kann
ich ein Beispiel/ einen Zusammenhang finden, in dem die Aussage nicht gilt?

16.5 Riickschau

Nachdem der Text verstanden wurde, muss unbedingt die Reflexion erfolgen! Hier
ist der ganz entscheidende Punkt! Durch die Reflexion wird das meiste gelernt.

e Was genau weil} ich jetzt, was ich vorher nicht wusste?

Welche der Fragen hat mir weitergeholfen, welche nicht? Warum bzw. warum
nicht?

Habe ich etwas iibersehen?

Warum kann ich es jetzt verstehen und vorher nicht? Was war das Problem?

Wiirde ich beim nichsten Mal etwas anders machen? Wiirde ich andere Fragen
stellen?
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Aufgaben losen

John Hattie! spricht von vier Phasen des Problemldsens: ,,predicting, clarifying, sol-
ving, and summarizing.“ Zu deutsch also vorhersagen, kldren, 16sen und zusam-
menfassen. Zunédchst werden die Angaben in der Aufgabenstellung mit dem eigenen
mathematischen Wissen verglichen. Dann versucht man vorherzusagen, was in der
Aufgabe passiert und welche mathematischen Inhalte nétig sind, um sie zu 16sen.
Anschlieend wird genau geklirt, ob alle Worter, die in der Aufgabenstellung vor-
kommen, bekannt sind, welche Informationen die Aufgabe bereitstellt und welche
Informationen fiir die Losung noch zu beschaffen sind. Danach wird die Aufgabe
gelost. In der letzten Phase wird nicht nur die bisherige Arbeit zusammengefasst,
sondern sie dient vor allem der Selbstreflexion. Dabei fragt man sich, wie effektiv
die eigene Losungsstrategie war und ob es vielleicht noch eine bessere gibt. Wih-
rend der gesamten Bearbeitung der Aufgabe wird aufgeschrieben, was man denkt.

Interessanterweise habe ich noch keinen einzigen Schiiler getroffen, der eine sol-
che Losungsstrategie kennt, geschweige denn anwenden kann. Wenn es in der Schule
doch so sehr um das Losen von Aufgaben geht, warum weill dann kein Schiiler, nach
welcher Methode er vorgehen sollte?

Mit der folgenden Frageliste ldsst sich eine Strategie zum Losen von Aufgaben
aufbauen. Es gibt viele Autoren, die dhnliche Listen veroftentlicht haben. Nament-
lich genannt sei Gyorgy Pélya, der mit seinem Buch ,,How to solve it“? Pionierarbeit
geleistet hat.

17.1 1) Die Aufgabe verstehen

Was ist bekannt? Was ist gesucht?
Sind die Angaben in der Aufgabenstellung hinreichend, um die Aufgabe zu 16-
sen? Oder sind die Angaben nicht ausreichend? Oder sind sie widerspriichlich? Gibt

1John Hattie, Douglas Fisher, Nancy Frey, Visible Learning for Mathematics, Corwin, Thousand Oaks, Califor-
nia, 2017

2P61ya, Gyorgy, How to solve it, Princeton, Princeton University Press, 1945, deutsche Ubersetzung: Pélya,
Gyorgy, Schule des Denkens, Tiibingen, Narr Francke Attempto Verlag, Sonderausgabe der 4. Auflage, 2010
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es Informationen in der Aufgabenstellung, die zur Losung der Aufgabe nicht ge-
braucht werden?
Kann ich eine Skizze anfertigen? Kann ich alle Teile der Skizze benennen?

17.2 2) Einen Plan erstellen

Es ist an dieser Stelle sehr wichtig, die Losung der Aufgabe tatsichlich nur zu planen
und nicht schon die Aufgabe zu 16sen! Die Planung der Losung macht es moglich,
dass ich mir iiber meine Losungsmethode klar werde und eben nicht einfach einge-
ibte Schemata abspule.

Habe ich eine solche Aufgabe schon einmal gesehen? Welche dhnlichen Aufga-
ben kann ich 16sen? Was ist in dieser Aufgabe anders? Habe ich mehr oder weniger
Informationen? Brauche ich eine andere Formel? Welche Formeln zu diesem Thema
kenne ich? Kann ich diese Formeln verwenden? Wenn nein: Warum nicht?

Zu welchem Thema gehort die Aufgabe? Stelle ich z. B. fest, dass die vorliegen-
de Textaufgabe zum Thema ,,quadratische Gleichungen* gehort, konnte ich im Text
gezielt nach Zusammenhéngen suchen, die sich mit einer quadratischen Gleichung
beschreiben lassen. Welche Aufgaben zu diesem Thema habe ich schon gelost? Ken-
ne ich alle Formeln und Sétze zu diesem Thema, die fiir die Aufgabe hilfreich sein
konnten?

Kann ich eine einfachere Aufgabe 16sen? Kann ich die Aufgabe mit einfacheren
Zahlen 16sen? Wird die Aufgabe einfacher, wenn ich etwas weglasse oder etwas
hinzufiige? Kann ich den Aufgabentext einfacher formulieren?

Welche Teile der Aufgabe sind unproblematisch? Welche sind problematisch?
Konnte ich die ersten Schritte der Losung durchfithren? Oder ist der Anfang proble-
matisch?

Habe ich alle Angaben aus der Aufgabenstellung verwendet? Habe ich alle Teile
der Aufgabenstellung verstanden und verwendet?

Wenn es Schwierigkeiten gibt: Woran liegt das genau? Was ist genau der Punkt,
der Schwierigkeiten bereitet? Ist das eine Standardaufgabe oder brauche ich tatsich-
lich eine neue Idee? Ist die Mathematik, die ich bisher kann, zur Losung der Aufgabe
ausreichend? Brauche ich mehr Informationen?

Die Aufgabe von der Losung her denken: Was brauchte ich, um den letzten Teil
des Plans ausfiithren zu konnen? Was ist der letzte/ vorletzte Losungsschritt? Z. B.
konnte der vorletzte Losungsschritt das Aufstellen einer Gleichung mit der gesuchten
Unbekannten sein, weil danach der letzte Losungsschritt, ndmlich die Bestimmung
der Losungsmenge dieser Gleichung, keine Miihe mehr bereitet.

17.3 3) Durchfiihrung des Plans

Kann ich jeden Schritt der Durchfiihrung kontrollieren? Kann ich eine Uberschlags-
rechnung durchfiihren? Wie miisste die richtige Losung aussehen? Welche Grofen-
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ordnung miisste das Ergebnis haben? Konnte ich irgendwo Fliichtigkeitsfehler ge-
macht haben? Habe ich alle Losungsschritte deutlich genug aufgeschrieben?

17.4 4) Rickblick

Ergibt das Ergebnis einen Sinn? Kann ich intuitiv verstehen, dass mein Ergebnis
richtig sein muss?

Was habe ich gelernt? Gab es etwas Neues, mit dem ich eine Schwierigkeit iiber-
wunden habe? Warum bin ich nicht sofort auf den Losungsplan gekommen? Woran
musste ich arbeiten? Welche Informationen musste ich beschaffen? Wie genau habe
ich es geschafft, auf die Losung zu kommen? Was war der entscheidende Punkt?

Kann ich das Gelernte fiir weitere Aufgaben gebrauchen? Fiir welche Klasse von
Aufgaben kann ich das Gelernte verwenden? Gibt es eine Verallgemeinerung der Lo-
sung? Kann ich die Lésung in einfachen Worten zusammenfassen? Wie wichtig war
diese Aufgabe fiir die Entwicklung meines individuellen Verstindnisses von Mathe-
matik?

Durch diese Frageliste lernt man eine mathematisch-wissenschaftliche Denkwei-
se. Selbst wenn man nur aufschreibt, was man nicht verstanden hat, hat man also
etwas gelernt.

Wenn man nicht weiterkommt: Das Problem beschreiben. Unbedingt aufschrei-
ben, was man denkt. Oftmals klért sich das Problem schon dadurch, dass man auf-
schreibt, was das Problem ist. Das Aufschreiben ist aus mehreren Griinden wichtig.
Einmal, wie oben erwihnt kann sich ein Problem schon durch das Aufschreiben
kldren. Ein zweiter Grund ist: Man kommt oft nicht weiter, weil man etwas - eine
Information, eine Eigenschaft, etc. - nicht beriicksichtigt. Es kann dann helfen, das
Problem beiseite zu legen. Schaut man dann nach eine Weile wieder darauf, kann
einem sofort auffallen, was man nicht beriicksichtigt hat. Das geht aber nur, wenn
man seine Gedankenginge aufgeschrieben hat. Wenn man sich das Problem wieder
von vorne erarbeiten muss, kann sich leicht derselbe Fehler einschleichen.

Ein weiterer Grund: Im Laufe der Suche nach einer Losung kommt man immer
wieder an Punkte, von denen aus man mehrere Moglichkeiten hat, weiterzuarbeiten.
Wenn man sich nicht genau aufschreibt, an welchem Punkt man ist, welche Mog-
lichkeiten man sieht und welche der Moglichkeiten man jetzt ausprobieren mochte,
verliert man schnell den Uberblick. Irgendwann ist der Arbeitsspeicher im Kopf voll
und man legt die Aufgabe genervt weg.

Und noch ein Grund: Schreibt man auf, was man denkt, was man ausprobiert
etc. schafft man immer etwas; man produziert etwas. Die Situation, einfach vor ei-
nem leeren Blatt oder Bildschirm zu sitzen und sich gedanklich mit dem Problem zu
plagen, ohne etwas zustande zu bringen, kann dann nicht mehr passieren. In der Wis-
senschaft kann man teilweise iiber Jahre hinweg ein Problem nicht 16sen. Aber man
probiert natiirlich Losungsmoglichkeiten aus und dokumentiert die Ergebnisse. Zu
wissen, wie es nicht funktioniert oder Losungsmoglichkeiten auszuschlieen, kann
ein wichtiger wissenschaftlicher Fortschritt sein.



17.4. 4) RUCKBLICK 155

Um diese ganzen Fragen einmal zusammenzufassen: Gedankengénge aufschrei-
ben, etwas ausprobieren, rekapitulieren, was man gelernt hat. Das sind die wichtig-
sten Komponenten, mit denen man durch die Bearbeitung von Aufgaben sein indivi-
duelles Verstdndnis aufbauen kann.



Kapitel 18

Mathematik individuell gestalten

Wie schon im Vorwort erwihnt, besteht die deutsche Sprache nicht nur aus Wortern
und Grammatik, sondern auch aus dem, was wir alle aus dieser Sprache machen,
indem wir sie verstehen oder auf deutsch schreiben oder sprechen. Wir alle gestalten
diese Sprache.

Ebenso verhilt es sich mit der Mathematik: Wir alle gestalten sie mit, unabhén-
gig davon, ob wir mathe-begeistert sind oder solchen Unsinn verbreiten wie ,,Mathe
braucht man nicht“. Leider kommt die individuelle Gestaltung von Mathematik im
Schulunterricht so gut wie gar nicht vor.

Verstdandnis ist immer ein sehr individueller Vorgang. Das ist bekannt und un-
strittig. Jeder Schiiler muss fiir sich das eigene Verstdndnis gestalten. Lehrer sollten
diesen Prozess personlich begleiten und fachlich unterstiitzen.

Die tégliche Verstindnis-entwickelnde Arbeit aus Sicht des Schiilers ist das no-
tieren der eigenen Gedankenginge beim Verstehensprozess mathematischer Zusam-
menhinge oder beim Losen von Problemen und Aufgaben. Dazu kann man sich Fra-
gen aus den oben angegebenen Fragelisten zum Verstindnis bzw. zum Losen von
Aufgaben nebst deren Antworten aufschreiben. Aullerdem hélt man fest, wie man
weiter vorgehen mochte, warum etwas nicht zum Ziel fiihrt etc.

Im Folgenden wird systematisiert und konkretisiert, wie Schiiler Mathematik in-
dividuell gestalten kénnen.

Schiiler gestalten Mathematik selbst, indem sie

e mathematische Gegebenheiten fiir sich personlich einordnen,

¢ individuelle Reprisentationen mathematischer Objekte und Zusammenhénge
entwerfen,

e Begriindungen mathematischer Zusammenhénge werten und/ oder favorisie-
ren,

e Definitionen, Zusammenhinge, Formeln, Sitze, Erkldarungen, Begriindungen
und Beweise selbst erfinden,

156
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e Mathematik, die ihnen im Alltag begegnet (Zahlenangaben wie z. B. das Brut-
toinlandsprodukt oder der CT-Wert (der angibt, wie ansteckend man ist), Stati-
stiken, Studien, auf mathematischen Simulationen basierende Prognosen wie z.
B. alle Klimaprognosen, etc.) verstehen und sachgerechte Konsequenzen dar-
aus ziehen,

e mathematische Intuition aufbauen und
e Mathematik nutzen, um die eigene Lebenswirklichkeit zu verdndern.

Schauen wir uns einige Punkte etwas genauer und an konkreten Beispielen an.
Triggerwarnung: Fiir manche Menschen mag es sehr ungewohnlich erscheinen, zu
ein und demselben mathematischen Gesetz verschiedene Auffassungen haben zu
konnen. Teilweise schlieBlen sich diese Auffassungen sogar gegenseitig aus, obwohl
sie im Prinzip alle richtig sind. Das konnte Unwohlsein und eine kognitive Dissonanz
hervorrufen.

18.0.1 Mathematische Gegebenheiten einordnen

Eines der ersten mathematischen Gesetze, die junge Menschen in der Schule kennen
lernen, ist das Kommutativgesetz der Addition. Es lautet:

at+b=b+a

Das personliche Einordnen ist letztlich die Antwort auf die Frage: Was soll das? Hier
sind ein paar mogliche Antworten:

e Das Gesetz besagt nur das, was seit der Grundschule ohnehin bekannt ist, nim-
lich dass die Reihenfolge beim Addieren keine Rolle spielt.

e Um nicht von der ,.einen Zahl* und von der ,,anderen Zahl* sprechen zu miis-
sen, wenn eine solche GesetzmifBigkeit formuliert werden soll, verwendet man
Variablen. Damit kann man sich klar und verstindlich ausdriicken. Und spite-
stens wenn mehr als zwei Zahlen an Gesetzmifigkeiten beteiligt sind, braucht
man sowieso andere Formen der Beschreibung als die Umgangssprache bereit-
stellt.

e Zwar entspricht es unserer Rechenerfahrung, dass die Reihenfolge beim Addie-
ren zweier Zahlen fiir der Ergebnis keine Rolle spielt, aber in der Formulierung
als Gleichung mit Variablen wissen wir nun viel genauer, was uns aus Erfah-
rung klar war.

e Ob wir nun erst zwei Schritte und dann drei Schritte gehen oder umgekehrt:
Wir kommen immer an demselben Punkt an. Das Gesetz beschreibt also einen
Teil unserer Alltagserfahrung.

e Was war zuerst da: Die Henne oder das Ei? Ist das Gesetz eine Folge davon,
wie Zahlen sind oder sind Zahlen so gebaut worden, dass man mit ihnen auf
diese Weise rechnen kann?
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e Wie jedes mathematische Gesetz ist auch dieses eine Aussage iiber die mog-
liche Zukunft: Wenn wir in Zukunft 767 211 und 51 331 addieren, wird das
gleiche Ergebnis herauskommen wie bei der Addition von 51 331 und 767 211.
Insofern konnen wir mit diesem Gesetz in die Zukunft sehen.

e Das Gesetz gilt nicht nur fiir natiirliche Zahlen, sondern auch fiir alle positiven
reellen Zahlen.! Stellt man sich diese Zahlen als Papierstreifen vor, besagt das
Gesetz nicht mehr als dass beim Hintereinanderlegen von Papierstreifen die
Gesamtlidnge unabhingig von der Reihenfolge der Streifen ist.

e Man kann die Variablen nicht nur durch Zahlen, sondern auch durch ganze
Terme ersetzen. Dadurch erhilt man (tatsdchlich) unendlich viele weitere niitz-
liche Rechengesetze. Das zeigt, wie genial das Konzept der Formulierung von
Rechengesetzen durch Variablen und Gleichungen ist.

o Das Kommutativgesetz der Addition ist eigentlich gar kein Gesetz, denn es
ist als ein Axiom der reellen Zahlen Teil des axiomatischen Aufbaus (unter
anderem) der Analysis.

Wir wir sehen, ldsst sich sogar so ein einfaches Gesetz wie das Kommutativgesetz
der Addition aus vielen verschiedenen Perspektiven betrachten und einordnen. Von
diesen Perspektiven ist keine richtiger oder falscher als die andere. Kein Mensch
kommt umhin, das Kommutativgesetz der Addition fiir sich personlich einzuordnen,
sei es nun bewusst oder unbewusst. Der Mathematikunterricht sollte meiner Meinung
nach dazu genutzt werden, solche verschiedenen Perspektiven aufzuzeigen, damit
Schiiler diesen Entscheidungsprozess bewusst durchfiihren konnen.

18.0.2 Mathematische Objekte darstellen: Prozente

Jeder Mensch stellt sich unter dem Begriff ,,Prozente etwas vor. Dargestellt sind
hier einige dieser moglichen Reprisentationen. Alle Darstellungen haben ihre Vor-
und Nachteile. Jeder Mensch kann entscheiden, welche der Moglichkeiten fiir ihn
am besten passt.

Teilt man einen Streifen in 100 Teile, hat man eine Darstellung von Prozenten,
weil Prozente Hundertstel sind.

IllH111ll‘HHl1IHIllH‘HHIHHlllHlllll‘HHllHllllH‘Hll‘HHIlIHlllH‘lHl‘lHlIHHlHH‘
0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90%  100%

Abb. 18.1 Prozentstreifen

Briiche stellt man sich oft als Kreissektoren oder Stiicke einer runden Pizza vor.
Und so kann man sich auch Hundertstel vorstellen.

'Es gilt auch fiir negative Zahlen, was aber im Moment nicht betrachtet werden soll.
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Abb. 18.2 Prozentrad

Markiert man z. B. jedes dritte oder jedes vierte Individuum einer Menge, kann
das eine passende Darstellung bestimmter Prozentzahlen sein. Dadurch, dass sich die
Objekte hier in einer Reihe befinden, wird auch eine zeitliche Dimension und damit
eine Moglichkeit nahe gelegt, Prozente zu horen.

Abb. 18.3 Jede dritte Person, entspricht 33,3 %
Abb. 18.4 Jede vierte Person, entspricht 25 %

Gerade fiir ,.kleinere* Prozentzahlen kann diese Form der Darstellung sehr intui-

tiv sein.

Abb. 18.5 10 %

Abb. 18.6 6,25 %

Es gibt noch viele weitere Moglichkeiten, Prozente darzustellen. Schiiler haben
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normalerweise keine Schwierigkeiten damit, eigene und individuell passende Dar-
stellungen zu finden.

Nebenbei bemerkt ist der Vergleich von verschiedenen und individuell unter-
schiedlich passenden Darstellung von Prozenten ein guter Grund dafiir, Mathema-
tik im Klassenverband zu unterrichten. Wenn jeder Schiiler berichten kann, was fiir
ihn personlich die beste Darstellungsweise ist, kann das nicht falsch sein. Niemand
muss Angst haben, vor der Klasse bloBgestellt zu werden. Dariiber hinaus lernt jeder
Schiiler die Sichtweisen anderer kennen und somit die eigene Sichtweise relativie-
ren. Es ist sehr wichtig fiir junge Menschen zu erkennen, dass nicht nur die eigene
Sichtweise die allein selig machende ist.

18.0.3 Sich fiir Begriindungen entscheiden

Es gibt fiir jeden mathematischen Zusammenhang und fiir jede Formel und fiir je-
den Satz eine ganze Reihe von Begriindungen. Mathematik individuell zu gestalten
bedeutet auch, verschiedene Begriindungen zu verstehen und zu bewerten.

Die unterschiedlichen Begriindungen kommen auch durch die unterschiedlichen
Sichtweisen dessen, was iiberhaupt zu begriinden ist, zustande: Folgt ein mathema-
tischer Satz aus anderen Sitzen oder wird ein ganz neuer Zusammenhang beschrie-
ben? Gibt es eine anschauliche Begriindung, eine intuitive, eine formale? Ist das Satz
auf geniigend viele Beispiele und Objekte anwendbar? Welche Voraussagen macht
der Satz? Sind die Ergebnisse der Voraussagen iiberpriifbar? Welchen Vorteil bringt
dieser Satz? Ist der Satz sinnvoll? Warum kommt dieser Satz in der Schulmathematik
vor? Ist der Satz wichtig? Warum wird der Satz so formuliert und nicht anders? Oder
gibt es eine andere Formulierung? Eine allgemeinere? Eine exaktere? Eine umgang-
sprachlichere? Gibt es eine simple mathematische Idee hinter diesem Satz? Ist der
Satz ein Spezialfall eines allgemeineren Satzes oder einer Theorie? Und iiberhaupt:
Ist das tiberhaupt ein Satz oder ist das eine Definition?

Solche verschiedenen Begriindungsmoglichkeiten lassen sich auch an den oben
erwihnten verschiedenen Sichtweisen des Kommutativgesetzes der Addition durch-
exerzieren. Jede der erwihnten Sichtweisen erfordert eine spezifische Begriindung.
Beim letzten Punkt (das Kommutativgesetz der Addition als Teil eines Axiomsy-
stems) miisste man z. B. begriinden, inwieweit man die Vertauschbarkeit von Sum-
manden fiir reelle Zahlen einfach so festlegen kann. Miisste nicht umgekehrt die
Vertauschbarkeit der Summanden aus den Eigenschaften der reellen Zahlen folgen?

18.0.4 Zahlen in Formeln einsetzen, z. B.: Distributivgesetz

Aus Sicht viele Schiiler und Lehrer gibt es kaum etwas langweiligeres auf der Welt
als Zahlen in Formeln einzusetzen. Dennoch entsteht durch jedes Einsetzen von Zah-
len eine neue Gleichung, die die meisten Schiiler noch nie in ihrem Leben gesehen
haben. Schiiler miissen eine solche neue Gleichung fiir sich einordnen und werten.
Auch das ist wiederum ein individueller Prozess, der zur Gestaltung der Mathematik
dazugehort.
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Schauen wir uns ein paar Mdoglichkeiten am sehr einfachen Beispiel des Distri-
butivgesetzes an.
Das Distributivgesetz lautet:

a-(b+c)=a-b+a-c

Man kann in das Distributivgesetz verschiedene Zahlen einsetzen. Fangen wir
doch mal mit ganz einfachen Zahlen an:

1-(243)=1-2+1-3

Und schon gehen die Meinungen auseinander: Die einen freuen sich dariiber, dass
alles geklappt hat, die anderen meinen, die Zahl 1 sei an dieser Stelle ,,unsinnig*, weil
sich ja durch die Multiplikation mit 1 nichts dndert. Wir konnten auch versuchen,
noch ,,unsinnigere* Zahlen einzusetzen wie z. B.:

1-(1+1)=1-1+1-1 oder 0-(0+0)=0-040-0

Auch diese Rechnungen empfinden Menschen sehr unterschiedlich: Manche sehen
hier sehr einfache Rechnungen, die durch das Distributivgesetz aufgebldht werden,
andere sehen darin eine Bestitigung, dass es eben keine ,,unsinnigen* Zahlen gibt,
weil das Distributivgesetz fiir alle Zahlen gilt. Noch mehr zu denken gibt es, wenn
negative Zahlen eingesetzt werden

—3.(-244)=-3-(-2)-3-:4
oder man fiir die Variablen a, b und ¢ ganze Terme einsetzt:
(n—m)-(n*—(m—n)) = (n—m)-n*— (n—m)(m—n)

Hier ist @ durch (n —m), b durch n? und ¢ durch (m — n) ersetzt worden.

Setzen wir in das Distributivgesetz negative Zahlen ein, ergeben sich mehrere
Fragen: Da wir in der Rechnung —3 - (—2) offenbar eine zusitzliche Klammer brau-
chen: Brauchen wir sonst noch etwas, was in der Ursprungsversion des Distributiv-
gesetzes nicht steht? AuBlerdem miissen wir fiir diese Rechnung wissen, das Minus
mal Minus gleich Plus ist. Ist das so festgelegt, damit das Distributivgesetz gilt oder
haben Zahlen sowieso diese Eigenschaft und gilt deshalb das Distributivgesetz? Gibt
es anschauliche Modelle, mit denen man sich das Distributivgesetz mit negativen
Zahlen vorstellen kann? Sind diese Modelle genauso sinnvoll wie die Modelle, die
nur fiir positive Zahlen gelten? Gibt es Anwendungen, die die Verwendung negativer
Zahlen notwendig machen?

Setzen wir Terme in das Distributivgesetz ein, ergeben sich Fragen von ,,Wo ist
das Plus-Zeichen geblieben?* bis hin zu ,,Ist die Méchtigkeit der Menge der durch
das Finsetzen von Termen in das Distributivgesetz entstehenden Formeln noch ab-
zdhlbar oder schon iiberabzédhlbar?* (womit wir dann eindeutig den Bereich der
Schulmathematik verlassen haben).
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Wie wir sehen, gibt es selbst bei einem solch trivialen Vorgang wie dem einfachen
Einsetzen von Zahlen oder Termen in ein sehr einfaches Gesetz einen riesigen Gestal-
tungsspielraum fiir jeden einzelnen Menschen. Dieser Spielraum ist sogar so grof,
dass er niemals erschopfend im Schulunterricht behandelt werden kann. Trotzdem
ist es wichtig, Schiiler dariiber zu informieren, denn dann konnen sie entscheiden,
wie sie damit umgehen wollen. Und selbst wenn sich ein Schiiler dazu entscheiden
sollte, alle Verstindnisfragen und alle Gestaltungsspielrdume zu ignorieren, so ist es
dann immerhin dessen bewusste Entscheidung, die aber dann auf einer ganz anderen
Ebene stattfindet als dem einfachen nachmachen dessen, was der Lehrer vorgemacht
hat.

Schauen wir uns gleich noch eine weitere sehr einfache Formel an, in die wir
Zahlen einsetzen konnen.

18.0.5 Zahlen in Formeln einsetzen, z. B.: Prozentformel

Haben Schiiler gelernt, was Prozente sind und haben sie schon eine Weile damit
gerechnet, wird ihnen meist diese Formel prisentiert:

p isat Prozentwert N w
rozentsat = ————— = —
¢ < Grundwert p G
Wir konnen uns fragen: Welche Zahlen kann man fiir W und G einsetzen? Gibt es
Zahlen, die besonders einfach sind? Gibt es welche, die schwieriger sind? Warum?
Man konnte z. B. anfangen mit
W 25
— = — =0,50=50%
G 50 ’
Das war unproblematisch? Warum? Gibt es problematische Zahlen? Kann z. B. der
Prozentwert grofer sein als der Grundwert? Ist das, was dann dabei herauskommt,
immer noch ein Anteil? Kann ein Prozentwert gegeniiber dem Grundwert um mehr
als 100 % abnehmen? Wie kommt eine 1000 %-ige Inflation zustande?

Die individuelle Gestaltung von Mathematik ist keine Phantasievorstellung un-
ausgelasteter Mathematiker, sondern sie findet tiglich statt, weil Schiiler den Lehr-
stoff fiir sich personlich verarbeiten miissen. Wir Lehrer haben die Moglichkeit, die-
se Prozesse menschlich und fachlich zu initiieren, zu befdrdern und zu begleiten -
oder eben unsere Schiiler sich selbst zu tiberlassen. Aber das kann ja sicher nicht die
Aufgabe von Schule sein.

18.0.6 Neue Formeln erstellen

Konnen Schiiler tatsichlich neue Formeln und mathematische Sitze erfinden? Ja
klar, jedesmal, wenn sie in einer giiltigen Formel die Variablen durch Terme erset-
zen, entstehen neue Formeln. Moglicherweise sind diese Formeln fiir die Fachwelt
nicht besonders bedeutsam, aber das ist nicht der Punkt. Wenn Schiiler Zahlen und
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Terme in Formeln einsetzen, wenn sie sich Anwendungen, Begriindungen und Ver-
anschaulichungen zu den Formeln iiberlegen, konnen sie Formeln fiir sich entdecken,
wobei immer wieder neue und individuelle mathematische Zusammenhénge entste-
hen. Sie bekommen so ein gutes Gefiihl fiir die Formel und stellen fest, was sie daran
interessiert und was nicht. Wenn sie dann ihre Erarbeitung mit denen anderer Schii-
ler vergleichen, werden sie feststellen, wie unterschiedlich vordergriindig schnode
Formeln von anderen Schiilern wahrgenommen werden.

Sobald man nicht nur zufillig Zahlen in eine Formel einsetzt, sondern bestimmte
Interessen und Fragestellungen verfolgt, kommt man sehr schnell zu mathematischen
Aussagen, die - soweit bekannt - noch niemand vorher formuliert hat. Schauen wir
uns dazu ein paar Moglichkeiten an, was man mit dem Distributivgesetz machen
kann.

e Wenn man in das Distributivgesetz fiir a, b und ¢ nur Quadratzahlen einsetzt,
konnen dann wieder Quadratzahlen herauskommen? Wie sieht das mit Kubik-
zahlen aus?

e Wenn alle eingesetzten Zahlen gerade sind, ist dann das Ergebnis auch gerade?
Oder miissen gar nicht alle Zahlen gerade sein, damit das Ergebnis gerade ist?

e Gibt es vielleicht Eigenschaften, die die Zahl, die man fiir a einsetzt, dem Er-
gebnis aufprigt?

e Wenn man zwei der Variablen ,.festhélt™ und fiir die andere verschiedene Zah-
len einsetzt, kann man eine Seite des Distributivgesetzes als Funktionsterm
verstehen. Kann man dem Graphen dann ansehen, dass der Funktionsterm ein
Teil des Distributivgesetzes ist?

e Wie kann man iiberhaupt Graphen von Funktionen deren Funktionsterm anse-
hen?

e Auch zwei- und dreidimensionale Funktionen lassen sich aus dem Distributiv-
gesetz erstellen. Haben die Graphen dann irgendwelche interessanten Eigen-
schaften? Wenn ja: Warum? Wenn nein: Warum nicht?

e Wenn das Ergebnis der Klammer kleiner ist als die Zahl, die man fiir a einsetzt,
was bedeutet das dann fiir das Ergebnis? Bedeutet das tiberhaupt etwas?

e Wenn die Zahlen fiir a immer kleiner werden und die Zahlen fiir (b +¢) immer
grofer werden, was bedeutet das dann fiir das Ergebnis? Kommt dann irgend-
wann 0 heraus?

e Was passiert, wenn man eine oder mehrere Variablen des Distributivgesetzes
durch eine Seite des Distributivgesetzes ersetzt - man quasi das Distributivge-
setz auf sich selbst anwendet? Ergibt sich irgendeine Systematik?

e Oder man setzt fiir a und ¢ Zahlen ein und fiir b setzt man den Term ein, der
durch das Einsetzen von Zahlen fiir ¢ und ¢ entstanden ist. Dann kann man zwar
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immer noch nichts ausrechnen, aber vielleicht geht das, wenn man diesen Vor-
gang beliebig oft wiederholt. Moglicherweise ist das b dann so verschachtelt,
dass es auf das Ergebnis einen nur noch sehr geringen Einfluss hat.

e Wie miisste man rechnen, wenn Minus mal Minus nicht gleich Plus ist? Kénnte
man eine Mathematik erfinden, in der das sinnvoll ist?

Was wiirde passieren, wenn man Minus-mal-Minus verbieten wiirde? Hitten
wir dann immer noch eine funktionierende Mathematik?

Wenn doch im axiomatischen Aufbau der Mathematik das Distributivgesetz
ein Axiom ist, konnte man es weglassen und alle anderen Axiome beibehalten.
Ergibt sich dann noch eine sinnvolle Mathematik?

Gibt es Objekte, mit denen man rechnen kann, fiir die aber das Distributivgesetz
nicht gilt? Gilt dann eine Alternative?

Man konnte fiir alle Variablen oder auch nur einen Teil der Variablen etwas an-
deres einsetzen als Zahlen, z. B. Funktionen, Winkel, Uhrzeiten, Quader, Wahr-
scheinlichkeiten, Algebren etc. Wie kann man mit solchen Objekten rechnen?

18.0.7 Mathematik in Priifungen gestalten: Aufsitze

Man kann im Fach Mathematik genauso wie im Fach Deutsch in Priifungen Aufsét-
ze schreiben lassen: iiber das Distributivgesetz, iiber quadratische Funktionen, iiber
Ableitungen etc. Dabei gibt es so viele Aspekte zu beriicksichtigen, dass wohl keine
zwei Aufsitze genau gleich sein werden. Das sind Aufgaben, deren Losungen weder
richtig noch falsch sein konnen und damit keine Mathe-Angst erzeugen.

Wenn das Verstindnis von Mathematik eine hochst individuelle Angelegenheit
ist, dann konnen wir dieses Verstidndnis auch in einer Klassenarbeit abfragen. Schii-
ler konnen in einer Klassenarbeit schreiben, wie sie einen mathematischen Lehrsatz
verstehen, wie sie ihn sich vorstellen, welche Begriindung fiir sie die stimmigste ist,
was sie damit erlebt haben, worauf sie ihn angewendet haben, was funktioniert hat
und was nicht, was sie iiberrascht hat, was sie ausprobiert haben, warum dieser Satz
fiir sie sinnvoll ist (oder vielleicht auch nicht), welche abstrakte Idee sie hinter dem
Satz sehen, in welchen groeren Zusammenhang der Satz fiir sie eingebettet ist etc.

Die Gefahr, dass Schiiler sich im Vorhinein einen Aufsatz von anderen schreiben
lassen, diesen auswendig lernen und sich so fiir die Klassenarbeit einen unlauteren
Vorteil verschaffen, ist extrem gering. Denn erstens wollen solche Schiiler, die einen
Betrug in Betracht ziehen, um gute Noten zu erreichen, sich nicht die Arbeit machen,
einen ganzen Aufsatz auswendig zu lernen. Zweitens werden sicher - wie bei Auf-
sdtzen in anderen Fichern auch - Individualitit und Originalitit gewertet werden.
Wenn in der Klassenarbeit dann verwegene mathematische Ideen nur so sprudeln,
der Lehrer von diesem Schiiler aber in den drei Wochen vor der Arbeit nichts gehort
oder gesehen hat, wird der Lehrer wissen, was zu tun ist. Und schlieBlich drittens
lasst sich die Gefahr durch ein oder zwei Zusatzfragen génzlich ausschalten. Soll z.
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B. iiber quadratische Gleichungen geschrieben werden, reicht es, eine zu diskutie-
rende Anwendungsaufgabe vorzugeben, um einen vorher auswendig gelernten Text
unbrauchbar zu machen.

Werden wir etwas konkreter und betrachten das Thema ,.lineare Gleichungssy-
steme*“. Wissen Schiiler, dass sie dariiber einen Aufsatz schreiben werden, konnen
sie von der ersten Unterrichtsstunde an Material sammeln, indem sie ihren individu-
ellen Weg durch die Gleichungssysteme dokumentieren. So haben sie bis zur Klas-
senarbeit auf jeden Fall geniigend Inhalte zusammengestellt, iiber die sie schreiben
konnen. Der sprichwortliche ,,Black Out* kann dann nicht mehr auftreten.

18.0.8 Aufsatz iiber lineare Gleichungssysteme

Ein solcher Aufsatz sollte sowohl die grundlegenden Lehrinhalte zum Thema ,,Linea-
re Gleichungssysteme* als auch eine Beschreibung des individuellen Verstindnisses
des Schiilers enthalten. Es geht also um weit mehr, als nur das richtige Ergebnis
hinzuschreiben.

Als Zusatzfragen/ Aufgaben bieten sich folgende Moglichkeiten an:

e Schreibe Gleichungssysteme auf, die Besonderheiten haben.

e Man konnte ein nach dem Gleichsetzungsverfahren gelostes Gleichungssystem
in der Klassenarbeit vorgeben und dazu besonders dhnliche oder auch unéhnli-
che Gleichungssysteme samt Losungen verlangen.

e Beschreibe mindestens ein Losungsverfahren in Worten.

e Welche sind fiir dich die wichtigsten Unterschiede zwischen den einzelnen L6-
sungsverfahren?

e Welche Vorteile hat ein graphisches Losungsverfahren gegeniiber einem rech-
nerischen Losungsverfahren?

e Gibt es Gleichungssysteme, die einfacher zu l6sen sind als andere? Wenn ja:
Warum? Wenn nein: Warum nicht?

e Es sind drei Moglichkeiten gegeben:

1. x=3
2.4x—-2=y
3.x=1,y=5

Forme mindestens eine der Moglichkeiten so um, dass ein typisches lineares
Gleichungssystem entsteht, wie du es aus dem Unterricht gewohnt bist.

Hier noch kurz ein paar Beispielthemen fiir Aufsitze:
e Nenne Anwendungen des Dreisatzes, die mit Geld zu tun haben.

e Lineare Funktionen, die die x-Achse zwischen —1 und 1 schneiden.
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Verschiebung einer Parabel im Koordinatensystem nach eigenen Ansatzpunk-
ten.

Nenne Funktionen 3. Grades, deren Graphen keine Punkte im IV. Quadranten
haben.

Eine Miinze werde 3-mal, 30-mal und 300-mal geworfen. Welche Ereignisse
haben Wahrscheinlichkeiten von genau oder ungefahr einem Drittel?

Inwiefern héngt die Zahl k € N von n € N ab, wenn fiir eine binomialverteilte
ZufallsgroBe X gelten soll: P(X < k) <0,75?

18.0.9 Eigene formale Systeme

Es ist ziemlich einfach, formale Systeme selbst zu erstellen. Ich habe das immer
wieder mit meinen Schiilern gemacht und sie waren zu Recht stolz auf ihre eigene,
neue Mathematik. Man braucht zunichst eine Menge von Objekten, mit denen man
Arbeiten mochte. Das kann ein Vorrat von Zeichen sein, oder auch Steine, die man
zusammensetzen kann oder Papierstreifen oder Schritte, die man auf einer vorgege-
benen Fliche gehen kann etc.

Dann braucht man Regeln, um zusammengesetzte Objekte aufzubauen. So kon-
nen aus den vorhandenen Zeichen Zeichenreihen gebildet werden, die Steine kdnnen
auf bestimmte Weisen zusammengesteckt werden oder Papierstreifen konnen inein-
ander gefaltet werden oder man kann Schritte in bestimmte Richtungen machen.

Daraus lassen sich dann Lehrsitze ableiten, die man moglicherweise auch bewei-
sen kann. Z. B. kann man (je nachdem, wie die Regeln sind) zeigen, dass bestimmte
Zeichenreihen nicht gebildet werden konnen. Oder die zusammengesetzten Steine
formen unter bestimmten Umstdnden immer gewisse Muster. Oder die Anzahlen der
Faltungen und die Lingen der Papierstreifen bilden bestimme Zahlenverhiltnisse.
Oder man konnte sich iiberlegen, ob man nach bestimmten Schrittkombinationen
wieder am Ausgangspunkt ankommen kann.

18.1 Gestalterische Aufgaben

Wenn das Verstindnis von Mathematik im Schulunterricht eine Rolle spielen soll,
muss Verstindnis in Klassenarbeiten, Klausuren und sonstigen Priifungen auch ab-
gefragt werden.

In der einfachsten Form kann man Schiilern mehrere Erklarungsweisen zeigen
und sie fragen, welche sie am besten finden und warum. Diese Erkldarungen konnen
groflere Zusammenhinge umfassen wie z. B. warum Minus mal Minus gleich Plus
ist oder warum die Kehrwertregel gilt. Es kann aber auch einfach ein Begriff sein,
der auf unterschiedliche Arten eingefiihrt bzw. definiert wird.

Den Begriff der ,,offenen Aufgabe* gibt es schon lingere Zeit in der Mathematik-
didaktik. Dabei gibt es verschiedene Grade der Offenheit: Von der Entscheidung fiir
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einen von genau zwei moglichen Losungswegen, die zu einer dem Lehrer im Vor-
hinein bekannten Losung fiithren bis hin zu der Anweisung - pointiert formuliert -
»~Mach’ mal was.*, ist alles moglich.

Hier ist aber von gestalterischen Aufgaben die Rede, weil solche Aufgaben nicht
nur 16sungsoffen sind, sondern auch einen Menschen bendtigen, der gestaltend té-
tig wird. Dabei riickt die Personlichkeit eines Menschen und dessen individueller
Zugang zur Mathematik stirker in den Blick. Genauso wie jeder Mensch bei solch
trivialen Titigkeiten wie dem Aufschreiben von Buchstaben eine unverwechselba-
re Charakteristik entwickelt (was wir Handschrift nennen), entwickelt auch jeder
Mensch einen gewissen Stil, Mathematik zu betreiben, der sich bis hin zu sehr einfa-
chen Beschiftigungen wie dem Finden von Beispielen linearer Gleichungssysteme
oder dem Einsetzen von Termen in Formeln spezifisch auswirkt.

Im Fach Deutsch kann ein Aufsatz mit dem Thema ,,Mein schonstes Ferienerleb-
nis* zwar eine frei erfundene Begebenheit beschreiben, aber gewiinscht ist das nicht,
da Schiiler auch lernen sollen, ihre personlichen Erlebnisse und ihre Emotionen in
schriftlicher Form auszudriicken.

Ebenso werden gestalterische Aufgaben gestellt, auch um dem Schiiler zu ermog-
lichen, seine eigene Sichtweise der Mathematik, sein individuelles Verstindnis und
seine eigenen Erfahrungen darzustellen. Weder ein seelenloses Herunterbeten von
Lehrinhalten noch das mechanische Losen von Standardaufgaben fithren daher zu
einer vollen Punktzahl.

Um sich mathematisch-gestalterisch zu betitigen, braucht man keine eigene Theo-
rie zu erfinden, sondern man kann ganz klein mit der Beschreibung mathematischer
Zusammenhinge, Losungsverfahren oder Begriindungen anfangen. Zu jedem indivi-
duellen Verstidndnis gehort auch eine individuelle Art, die eigenen Erkenntnisse zu
formulieren.

Statt gegebene Terme so umformen zu miissen, dass die richtige Losung her-
auskommt, konnte die Aufgabe lauten, aus gegebenen Termen mit Hilfe von Ter-
mumformungen neue zu erzeugen. Das diirfen irgendwelche Terme sein. Es ist aber
insbesondere auch nach Termen gefragt, die besondere Eigenschaften haben, fiir die
sich der Schiiler interessiert.

Statt die richtige Losungsmenge zu einer gegebenen Gleichung zu finden, konn-
ten Schiiler aus gegebenen Losungsmengen oder gegebenen Gleichungen neue Glei-
chungen erzeugen. Z. B. konnte man danach fragen, wie eine Folge von Gleichungen
gestaltet werden kann, damit die Gleichungen die Losungsmengen 5, 6, 7, ... haben.

18.1.1 Weitere Beispiele

Bei den folgenden Aufgaben geht es nicht darum, eine bestimmte Frage zu beant-
worten, sondern sich auch Fragen selbst zu iiberlegen, die man vielleicht spannend
findet. Die Aufgaben konnen mit oder ohne Unterstiitzung einer Lehrkraft bearbeitet
werden. Wahlweise konnen auch Informationen aus weiteren Quellen beschafft wer-
den. Uberlegt sich ein Schiiler, wonach genau zu suchen ist, um Informationen zu
einer Fragestellung zu erhalten, kann das ein sehr fruchtbarer Abstraktionsprozess
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sein.

Mit diesen Aufgabenbeispielen soll auch gezeigt werden, mit wie wenig Auf-
wand Fragen gestellt werden konnen, zu denen es tatsdchlich keine vorgefertigten
Antworten gibt und Schiiler real die Moglichkeit haben, etwas zu entdecken - auch
etwas, was der Lehrer bisher noch nicht weif3.

18.1.2 Zahlen addieren und subtrahieren

Welche Ergebnisse sind moglich, wenn die Zahlen 2 und 7 beliebig oft addiert und
subtrahiert werden konnen? Gibt es natiirliche Zahlen, die daraus nicht gebildet wer-
den konnen? Wie sieht das mit andern Zahlen aus, z. B. mit 44 und 58? Geht das
auch mit drei Zahlen? Gibt es Zahlen, die sich weniger eignen als andere? Wenn
die Zahlen nicht addiert und subtrahiert, sondern multipliziert und dividiert werden:
Welche Ergebnisse sind dann moglich? Lassen sich auf diese Weise irrationale Zah-
len erzeugen?

Diese Art von Problemen hat mit Erzeugendensystemen und Basen zu tun - ein
Thema, welches in der Mathematik immer wieder vorkommt (Basen von Vektorriu-
men oder Mengen, die Algebren erzeugen, ...)

18.1.3 Kleinstes gemeinsames Vielfaches

Zwei natiirliche Zahlen haben ein kleinstes gemeinsames Vielfaches. Gilt das auch
fiir zwei rationale Zahlen? Gilt das auch fiir zwei reelle Zahlen? Kénnen zwei irratio-
nale Zahlen liberhaupt ein kleinstes gemeinsames Vielfaches haben? Wie dndert sich
die Sachlage, wenn das gemeinsame Vielfache nicht so genau passen muss, sondern
nur so ungefdhr? Wie kann man ,,ungeféhr* definieren?

18.1.4 Spielwiirfel

Man hat eine unbegrenzte Menge handelsiiblicher Spielwiirfel. Man legt einen Wiir-
fel auf eine Ebene und darf nun andere Wiirfel nur so an den bestehenden Wiirfel
ansetzen, dass sich zwei Wiirfelseiten mit den gleichen Augenzahlen beriihren. Fiir
alle weiteren Wiirfel gilt das gleiche. Welche Figuren und Formen kénnen so entste-
hen?

Das ist ein typischer Fall eines formalen Systems: Man hat eine Menge von Din-
gen und eine oder mehrere Regeln, wie man daraus etwas machen kann. Und dariiber
macht man dann Lehrsétze und beweist sie.

18.1.5 Neue Mathematik mit neuen Zahlen

Ein Schiiler der Mittelstufe schlug bei der Einfithrung quadratischer Gleichungen
vor, als Losungen immer nur Losungspaare zuzulassen. Dann hitte z. B. die Glei-
chung x> = —4 das Losungspaar (—2[2), weil ja —2-2 = —4 ist. Wie weit kommt
man mit diesem Ansatz? Hat eine solche Gleichung dann ein einziges Losungspaar?
Sollte man die Zahlen der Losungspaare auf eine bestimmte Zahlenmenge - z. B. die
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ganzen Zahlen - einschriinken? Wie geht das dann mit x> = —27 oder mit x* = —16?
Ublicherweise erweitert man den Zahlenraum iiber die reellen Zahlen hinaus auf die
komplexen Zahlen, um Wurzeln aus negativen Zahlen zu ziehen - was leider in der
deutschen Schulmathematik keine Rolle spielt. Konnte dieser Ansatz die komplexen
Zahlen ersetzen?

18.1.6 Gerade Zahlen

Angenommen, wir haben nur die geraden ganzen Zahlen zur Verfiigung - also die
Zahlen {0;2;—2;4;—4;6;—6;...} - kann man dann in dieser Menge alle Additionen
und Subtraktionen ausfithren? Kann man alle Multiplikationen ausfiithren? Alle Di-
visionen? Braucht man, um z. B. die Addition unbeschrinkt ausfithren zu konnen,
immer unendlich viele Zahlen?

18.1.7 Addition im Kreis

Wenn wir Zahlen auf einem Kreis anordnen und die Addition entlang des Kreises
stattfindet, ist z. B. 9+4 = 1. Konnen wir so die Addition unbeschrinkt ausfiih-
ren? Wie sieht es mit den anderen Grundrechenarten aus? Kénnen wir begrenzt neue
Zahlen einfiigen, vielleicht nur Zahlen auf den Hilften der Zwischenrdume? Gibt es
Anwendungen fiir solche endlichen Rechensysteme?

Abb. 18.7 Endliche Addition

Anmerkung: Solche Aufgaben fiihren zu einer Denkweise, die hinter der richtigen
Algebra steckt, also dem Teil der Mathematik, der sich mit algebraischen Strukturen
und nicht mit dem Losen von Gleichungen beschiftigt: Man nimmt sich eine Menge
von irgendwelchen Elementen, definiert, wie mit den Elementen zu rechnen ist und
sieht sich dann an, welche Eigenschaften das ganze hat.

18.1.8 Lineare Gleichungssysteme aus einer lin. Gleichung aufbauen

Aufgabe: Aus einer linearen Gleichung, die als einzige Variable das x enthilt, ldsst
sich ein lineares Gleichungssystem konstruieren, indem beide Gleichungsseiten ge-
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trennt und gleich y gesetzt werden. Fiihre diesen Vorgang mit einer geeigneten Glei-
chung aus und erklire, was dir aufféllt.

1) Wenn die erste Gleichung nur eine einzige Losung hat, dann hat das Glei-
chungssystem auch nur eine einzige Losung. Dann kann man von dort aus weiter
konstruieren. Interessant kann man hier finden, dass die eindeutige Losbarkeit einer
linearen Gleichung mit einer Variablen sich auf das ganze Gleichungssystem iiber-
tragt.

Wir nehmen einfach irgendeine lineare Gleichung mit der Variablen x.

3x—5="Tx+8

Wir setzen beide Seiten gleich y und erhalten ein lineares Gleichungssystem mit
zwei Variablen und zwei Gleichungen. Das lustige daran ist: Dieses Gleichungssy-
stem enthilt nicht mehr Informationen als die erste Gleichung. Das Gleichsetzen der
beiden Seiten mit y bedeutet nichts anderes, als dass beide Seiten gleich sein sollen -
aber das wussten wir auch schon vorher.

y = 3x—5]| -4
y = Tx+8|]|+2

Nun konnen wir Aquivalenzumformungen durchfiihren und quasi die Spuren ver-
wischen.

—4x+y = —x-5 | +2y
3y = Tx+2y+8 || —x-3

Nach weiteren Aquivalenzumformungen sieht das Gleichungssystem wie zufillig
dahingewiirfelt aus. In diesem Gleichungssystem stecken immer noch nicht mehr In-
formationen als in der Gleichung vom Anfang.

—4x+3y = —x+2y-5
—x+3y—-3 = 6x+2y+5

2) Nehmen wir wieder die Gleichung und fiihren eine Aquivalenzumformung
durch:

3x—5=Tx+8 |+x—1
4x—6=8x+7
Die beiden Seiten der ersten Gleichung konnen wir als zwei Funktionsterme auf-
fassen. Daraus erhalten wir die beiden Funktionsgleichungen
y=3x—5
y=7x+8
Die Graphen dieser Funktionen schneiden sich an einer bestimmten Stelle x, der

Losung der Gleichung 3x—5 = 7x+ 8. Auch die beiden Seiten der zweiten Gleichung
konnen wir als Funktionsterme auffassen. Wir erhalten dann:
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y=4x—6
y=8x+7

Die Graphen dieser Funktionen schneiden sich an der gleichen Stelle, obwohl es
andere Funktionen sind.

Somit definiert also eine lineare Gleichung mit einer Variablen zusammen mit
den zu ihr dquivalenten Gleichungen eine Schar von Funktionspaaren, mit der Ei-
genschaft, dass sich zwei Funktionsgraphen der Funktionen eines Paares an immer
der gleichen Stelle schneiden. Die y-Werte konnen dabei variieren.

18.1.9 Offene Aufgaben zu einfachen Ableitungen

Die folgenden Beispiele offener Aufgaben behandeln nur das inhaltlich sehr einge-
schriankte Thema ,,Ableitungen ganzrationaler Funktionen. Hoch- und Tiefpunkte
sowie Wendepunkte werden nicht beriicksichtigt. So soll deutlich gemacht werden,
dass offene Aufgaben auch fiir die Leistungsbewertung im Rahmen von Tests oder
Klausuren, die einen engen inhaltlichen Rahmen haben, problemlos moglich sind.

Drei Aufgaben sind mit Losungsmoglichkeiten dargestellt. Da es viele Losungs-
moglichkeiten gibt, umfasst dieser Abschnitt einige Seiten. Um diese eher uniibli-
chen Aufgaben aber verstehen zu konnen, ist diese Ausfiihrlichkeit meiner Meinung
nach notwendig.

18.1.10 Aufgabe 1

Fiir manche Funktionen gilt: Je groBer der Funktionswert, desto groB3er die Steigung.
Bearbeite nun eine oder mehrere Aufgaben:

a) Formuliere die obige Aussage in mathematischer Sprache.

b) Nenne ganzrationale Funktionen, fiir die das iiberall oder auch nur abschnitts-
weise gilt. Erkldre, woher du weil3t, dass das gilt.

c) Fertige Skizzen an.

d) Leite die Funktionen gegebenenfalls ab. Beschreibe/erkldre, wie du ableitest,
mit welchen Formeln, was Ableitungen sind etc.

Anmerkung: In dieser Aufgabe geht es darum, zu zeigen, dass du ganzrationale
Funktionen ableiten kannst.

Mogliche Antworten, die bepunktet werden konnen:
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A

/s

Hier

ist der
Funktionswert
groler als

dort. ——————

f(x)=x

Hier

ist die

_ Steigung
2 grofer als
dort.

3¢ Definition der Ableitung und der Ableitungsfunktion, z. B.:
Die Ableitung einer Funktion f'(x) an einem bestimmten Punkt
ist die Steigung des Graphen in diesem Punkt.
Die Ableitungsfunktion £ (x) ordnet jedem x des Definitions-
bereichs von f'(x) die Steigung des Graphen von f(x) zu.

,,Ich leite eine Funktion ab, indem ich die Hochzahl vor das x
schreibe und zusétzlich von der Hochzahl 1 abziehe.*

Anmerkung: Diese Aussage hat zweifellos etwas mit dem
Ableiten ganzrationaler Funktionen zu tun und kann deshalb
bepunktet werden - obwohl es keine ,, Hochzahlen* gibt und nur
rudimentdre mathematische Kenntnisse gezeigt werden.

»Zum Ableiten ganzrationaler Funktionen verwendet man
Formeln.*

50 ,Die Summanden der Funktion (des Funktionsterms) werden
einzeln abgeleitet.*
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- ,,Zum Ableiten einer ganzrationalen Funktion braucht man die
Potenzregel.*

D ‘f »Zum Ableiten einer ganzrationalen Funktion braucht man die
Summenregel, die Faktorregel und die Potenzregel.*

~ ,,Wegen der Summenregel konnen die Summanden des
Funktionsterms einzeln abgeleitet werden.*

,,Die Faktorregel besagt, dass die Vorzahl vor der Potenz von x
einfach stehen bleibt.*

Die Potenzregel lautet:  (x")" =n -x"'

Die Summenregel lautet: (f (x)+g(x) =f" (x)+g" (x)
Die Faktorregel lautet: (k f (x)) =k-f(x)

Die in der Aufgabenstellung genannte Abhéngigkeit von Funk-
tionswert und Steigung 14Bt sich mit dieser Folgerung

beschreiben:
flx)> f(x)=1"(x)> f(x,)

* % % %

* Folgende Skizze erldutert den Sachverhalt:

A

gréRer
werdende
Funktions-

groRer werte
werdende
Steigung
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* Das ist ein Gegenbeispiel:

kleiner
werdende
Funktions-
werte

2 — gréRer

werdende
Steigung

[
>

/

¢ Das ist ein Gegenbeispiel:

kleiner
werdende
Funktions-
werte

—>
2
gréler
_______ werdende
Steigung

v
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< Hier gibt es zu grofler werdenden Funktionswerten
auch grofler werdende Steigungen.

grolRer groler
werdende werdende
Steigung Funktions-
werte
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¢ Die Eigenschaft flx)>flx)=,(x)> f(x,)

kann nicht tberall fiir eine ganzrationale Funktion geraden
Grades gelten. Das wird nun beispielhaft am typischen Verlauf
einer Funktion 4. Grades gezeigt.

Ist der Leitkoeffizient positiv, sieht der typische Verlauf so aus:

A

Geht x gegen -0, so gehen die Funktionswerte gegen +co. Daher
ist die Ableitung links des kleinsten Tiefpunkts negativ. Damit
die oben genannte Eigenschaft gilt, miisste die Ableitung streng
monoton fallend sein. Da die Ableitung aber eine Funktion
dritten Grades ist und in diesem Fall fiir x gegen -oo die Funk-
tionswerte gegen -oo gehen, ist die Ableitung in diesem Bereich
streng monoton steigend.
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X

o

%

|

Die Eigenschaft gilt fiir x € R, fiir Funktionen der Form
f(x)=a, x" mit 2<n€N und a,#0

Es gibt keine ganzrationale Funktion, fiir die diese Eigenschaft
tiberall gilt, denn: Die Funktionswerte einer ganzrationalen
Funktion gehen gegen +oo oder gegen —oo falls x> — oo geht.

Ist der hochste Exponent n gerade, gehen die Funktionswerte
gegen +0, falls x> — o geht und falls @, >0 ist.

Der hochste Exponent der Ableitung, nidmlich n-1, ist dann
ungerade. Damit gehen die Werte der Ableitung gegen —,
falls x-» — o geht. Zu von rechts nach links gréBer werdenden
Funktionswerten gehoren dann also immer kleiner werdende
Werte der Ableitung, also immer kleinere Steigungen.

Alle anderen Fille betrachtet man analog.

Die gewlinschte Eigenschaft gilt fiir ganzrationale Funktionen
auf den Intervallen der x-Achse, wo entweder die Ableitung
positiv und streng monoton steigend oder negativ und streng
monoton fallend ist.

Die Eigenschaft gilt tiberall fiir Funktionen der Form

f(x)=a b ** mit a,b,c,d €R und b>1 und ¢>0

Es sind noch viele weitere Losungen denkbar.

177
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Aufgabe 2
Gibt es Funktionen, deren Ableitungen du einfacher findest als
andere? Oder gibt es fiir dich keine Unterschiede? Zeige in
diesem Zusammenhang Funktionen und deren Ableitungen. Be-
schreibe bzw. begriinde, wie du beim Ableiten vorgehst. Nenne
Formeln, Definitionen, Sétze etc.

Du kannst auch folgende Funktionen verwenden:

(x)
filx)=x
frlx)=3 -2 %
[ (x) =1
Mogliche Losungen:

Ein Funktionsterm eigener Wahl und ohne besondere Eigen-
schaften ist aufgeschrieben. Der richtige Funktionsterm der Ab-
leitung ist vorhanden.

Anmerkung: Da Funktionsterm und Ableitung auswendig ge-
lernt worden sein konnten, ist die Fdhigkeit, ganzrationale
Funktionen ableiten zu konnen, nicht unbedingt gezeigt worden.
Bepunkten kann man das aber trotzdem, weil es mehr als gar
nichts ist.

Der Funktionsterm der Ableitung von f, ist vorhanden.
£ (x)=2x

Der Funktionsterm der Ableitung von f, ist vorhanden.
fi(x)=0

Der Funktionsterm der Ableitung von f; ist vorhanden.
fi(x)=0

Der Funktionsterm der Ableitung von f; ist vorhanden.

fi(x)=2 2 -x
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Es werden mehrere Funktionen und deren Ableitungen eigener
Wahl gezeigt und begriindet, warum diese Funktionen ausge-
wihlt wurden.

Anmerkung: Auch so ein Text kann vorbereitet und auswendig
gelernt sein. Solange das aber ein selbstverfasster Text ist, ist
damit durchaus eine Leistung nachgewiesen worden. Wird ein
solcher Text als Referat vorgetragen, wird das ja auch
bepunktet.

Der Schiiler soll immer auch die Moglichkeit haben, sich mit
dem Lehrstoff kritisch oder wertend auseinanderzusetzen und
z.B. darauf hinzuweisen, dass zum Ableiten einer ganz-
rationalen Funktion nach dem Schema ,, Hochzahl minus 1 und
dann -1 rechnen* meistens kein mathematisches Verstdndnis
notig ist.

Definition der Ableitung und der Ableitungsfunktion wird
genannt.

,lch finde langere Funktionen schwieriger abzuleiten als
kurze.*

Anmerkung: Da es weder lange noch kurze Funktionen gibt, ist
diese Aussage problematisch. Gemeint sind vermutlich die
Funktionsterme. Auf3erdem wird nur ein personlicher Eindruck

wiedergegeben. Ob man dafiir noch Punkte vergeben kann, ist
fraglich.

»lch finde ldngere Funktion mit ldngeren Funktionstermen
schwieriger abzuleiten als Funktionen mit kurzen Funktions-
termen.*

Anmerkung: Der Fachbegriff ,Funktionsterm* wird korrekt
verwendet. Ansonsten bleibt aber die Verbindung von langen
und kurzen Funktionstermen auf der einen Seite und dem
Schwierigkeitsgrad des Ableitens auf der anderen Seite ohne
weitere Begriindung moglicherweise zu vage, um diese Aussage
bepunkten zu kénnen.

179
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,.Ich leite eine Funktion ab, indem ich die Hochzahl vor das x
schreibe und zusitzlich von der Hochzahl 1 abziehe.

Anmerkung: Diese Aussage hat zweifellos etwas mit dem Ablei-
ten ganzrationaler Funktionen zu tun und kann deshalb be-
punktet werden - obwohl es keine ,, Hochzahlen* gibt und nur
rudimentdre mathematische Kenntnisse gezeigt wurden.

,»Zum Ableiten ganzrationaler Funktionen verwendet man
Formeln.*

Anmerkung: Es ist heutzutage keine Selbstverstindlichkeit
mehr, dass Schiiler wissen, dass fiir die Ableitungen von Funk-
tionen Formeln zu verwenden sind.

,»Die Summanden der Funktion (des Funktionsterms) werden
einzeln abgeleitet.*

»Zum Ableiten einer ganzrationalen Funktion braucht man die
Potenzregel.*

»Zum Ableiten einer ganzrationalen Funktion braucht man die
Summenregel, die Faktorregel und die Potenzregel.

»Wegen der Summenregel konnen die Summanden des
Funktionsterms einzeln abgeleitet werden.*

,»Die Faktorregel besagt, dass die Vorzahl vor der Potenz von x
einfach stehen bleibt.*

n—1

3¢ Die Potenzregel lautet: (x") "=n -x
# Die Summenregel lautet:( f (x)+g (x)) "= f " (x)+g" (x)
¢ Die Faktorregel lautet: (k- f (x))" =k -f(x)

3¢ ,,Ganzrationale Funktionen sind Funktionen, deren
Funktionsterm ein Polynom sein kann.*
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,»Ein Polynom ist ein Term der Form: ...

n—1

plx)=a, x"+a, | X" '+..+a ‘x+a,

n—1
,»Ein Polynom ist ein Term der Form: ...

Px)=a, x"+a, - x""'+..+a x+a,
mit 0<SneN, q,eR firallei€{0;1;2;..; n}
und a,# 0.
Anmerkung: Je abstrakter, allgemeiner, genauer, vollstindiger
formuliert wird, desto mehr Punkte kénnen vergeben werden.
Das gilt ebenso fiir die Verwendung von Fachbegriffen.

,Hat der Funktionsterm einer ganzrationalen Funktion nur ei-
nen Summanden, braucht man die Summenregel nicht. Deshalb
ist eine solche Funktion einfacher abzuleiten als Funktionen,
deren Funktionsterme mehrere Summanden haben.*

,,Es gibt keine einfach oder nicht einfach abzuleitenden ganzra-
tionalen Funktionen, weil das Ableiten immer nach demselben
Schema funktioniert. Zwar braucht man manchmal die Sum-
menregel nicht, qualitativ dndert das aber nichts.*

,Die Ableitung einer ganzrationalen Funktion lautet: ...

"’+..+a, x+a,

n—1

P(x)=n-a, x" '+(n—1)-a,  -x
,.Es sind diejenigen Funktionen weniger einfach abzuleiten, de-
ren Koeffizienten (echte) Briiche sind, weil man dann zusétz-
lich nach der Anwendung der Potenzregel Bruchrechenregeln

anwenden muss.

»dind Koeffizienten der ganzrationalen Funktion (des
Funktionsterms) gemischte Zahlen, kann man sich schnell nach
der Anwendung der Potenzregel verrechnen, wenn man namlich
den Exponenten mit dem Koeffizienten multipliziert und nicht
darauf achtet, dass das Nebeneinander von ganzer Zahl und
gemeinem Bruch additiv gemeint ist.*

Anmerkung: Solche individuellen Aussagen sind durchaus
erwiinscht. Sie belegen die Fcihigkeit des Schiilers, den eigenen
Umgang mit Ableitungen zu bewerten.
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,.Sind die Koeffizienten des Funnktionsterms Wurzeln, muss
man zusétzlich vielleicht noch Wurzelgesetze anwenden. Ist
z.B. der Exponent gleich 4 und der Koeffizient die Wurzel aus

8, gilt: ..
4 -/8=4 2 2=8 /2

»Allerdings braucht man das Wurzelgesetz
Va Vb=1a -b

nie anzuwenden, weil die Exponenten in Funktionstermen
ganzrationaler Funktionen natiirliche Zahlen sind.*

,,Eine Potenzfunktion der Form x" wird mit der Potenzregel
abgeleitet.

Das ist der Spezialfall, wenn in der allgemeinen Potenzfunktion

n—1

a - x" der Koeffizient a = 1 ist. Die Ableitung ist dann n -x
Ist a ungleich 1, braucht man fiir die Ableitung noch die

n—1

Faktorregel. Die Ableitung vona - x" ist a -n - x

Der Funktionsterm einer ganzrationalen Funktion besteht
entweder aus einer Potenzfunktion oder aus einer Summe von
Potenzfunktionen. Im letzteren Fall braucht man fiir die
Ableitung noch die Summenregel, die sicherstellt, dass die
Ableitung einer Summe gleich der Summe der Ableitungen der
Summanden ist.

Anmerkung: Es sind hier lediglich die Terme und nicht deren
Bezeichnungen wie f(x)und f *(x) verwendet worden. Ob das
ein Mangel ist, hingt von der im Unterricht verwendeten
Ubung ab.

Anmerkung: So eine Erkidrung kann man zwar auch vor der
Klausur auswendig lernen und sie dann ohne jedes Verstdndnis
hinschreiben. Aber da ja auch Lehrer wissen, wo das Internet
ist, bringt eine entsprechende Eingabe einiger Textabschnitte in
eine Suchmaschine schnell Klarheit.
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Aufgabe 3
Setzt man in den Ausdruck
flx)=a, X’ +a, x’+a, -x+a,
geeignete Zahlen fiir a bis a, ein, entsteht der Funktionsterm
einer ganzrationalen Funktion. Setzt man z. B.
a,=0;a,=0;a,=2; a,=3
entsteht die lineare Funktion
glx)=2 x+3

Aufgabenstellung: Erldutere, wie sich die Wahl der Zahlen, die
man fiir @, bis a, einsetzt, auf die Ableitung auswirkt.

Du kannst nach eigenen Ansatzpunkten vorgehen oder auch die
folgenden Punkte beriicksichtigen:

- Andert sich die Abeitung, wenn manin g(x)=2 -x+3

die 3 durch die 4 ersetzt? Wie éndert sich die Ableitung, wenn
man die 2 durch die Zahl -2 ersetzt?

- Wenn a, = -0,5 ist, entsteht eine ganzrationale Funktion dritten

Grades.
Wohin geht dann die Ableitung fiir x — +oo oder fiir x — -0 ?

- Eine lineare Funktion sei iiberall monoton steigend oder
iiberall monoton fallend. Welche Zahlen kdnnte man fiir a, bis

a, einsetzen, damit eine Ableitung etnsteht, die iiberall monoton
steigend oder fallend ist?

Mogliche Losungen:

- Eine ganzrationale Funktion ist eine Funktion, deren

Funktionsterm ein Polynom sein kann.

183
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3¢ Ein Polynom in x ist ein Term der Form:

Plx)=a, x"+a, -xX""'"+..+a x+a,
mit 0<neN,
a,€R firalleic{0;1;2;..;n}unda,#0.

Anmerkung: Auch ungenauere und weniger allgemeine
Formulierungen kénnen bepunktet werden.

Anmerkung: Die Literatur hierzu ist nicht einheitlich. Manche
Autoren lassen auch a, = 0 zu. Meistens wird der Grad dann
mit 0 angegeben. Aber auch das ist nicht einheitlich. Wikipedia
z. B. nennt hier den Grad -o.

J¢ Zum Ableiten einer ganzrationalen Funktion braucht man die
Summenregel, die Faktorregel und die Potenzregel.

3¢ Wegen der Summenregel kénnen die Summanden des
Funktionsterms einzeln abgeleitet werden.

¢ Die Faktorregel besagt, dass die Vorzahl vor der Potenz von x
einfach stehen bleibt.

, e

7¢ Die Potenzregel lautet: (x") =n
f(x)+g (x)

#¢ Die Summenregel lautet:( f (x)+ g (x)] "=
*: Die Faktorregel lautet: (k f (x)) =k-f(x)

3¢ Die Ableitung einer ganzrationalen Funktion lautet: ...

X"+ +a

n—1

P(x)=n-a, x" '+(n—1) a ‘x+a,

n—1 1

)X Die Ableitungvon f(x)=a, ‘x’ +a, X’ +a, -x +a,
ist f'(x)=3a, x’+2a, x+a,

JC Setzt man a,= a, = a, = a, = 0 erhdlt man die Funktion

f(x)=0.
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A

X

A

X

" Setzt mana,=a

" Die Frage, ob diese Funktion iiberhaupt eine ganzrationale

Funktion ist, wird in der Literatur unterschiedlich beantwortet.

” Der Graph dieser Funktion fallt mit der x-Achse zusammen.

Die Ableitung von f(x) =0 ist tiberall gleich 0.

Wegen f(x)=0=0-x° kann man diese Funktion mit der
Faktorregel und der Potenzregel ableiten.

Esistf'(x)=0-0-x°",

Der Wert von a, beeinflusst die Ableitung iiberhaupt nicht, weil
a, in Ableitung nicht vorkommt.

,=a, = 0und a, # 0, erhdlt man die Funktion
f(x)=a, Der Funktionsgraph ist eine Parallele zu x-Achse in

Hohe von a,.

Wegen f(x)=a~a,-x° kann man diese Funktion mit der
Faktorregel und der Potenzregel ableiten.

" Esist f'(x)=a,-0-x°"'=0.
O Istz. B. f(x)=-2, dannist f'(x)=0.

~ Setzt man a,= a,= 0 und a; @ # 0, erhilt man die Funktion

f(x)=ax + a, Die Ableitung ist dann f'(x)=a,.
Insofern ist die Frage, ob a, die Ableitung beeinflusst, vielleicht
falsch gestellt: a, ist die Ableitung.

- Die Wahl der Zahlen, die man fiir a bis a, einsetzt, beeinflusst

den Grad der Ableitung.
Setzt man a,= a,= a= a, = 0, hat die Ableitung den Grad 0.

(Die Literatur hierzu ist aber nicht ganz einheitlich.)
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JC Setzt man a,= a,= a, = 0 und a # 0, hat die Ableitung ebenfalls
den Grad 0 (Auch hier ist die Literatur nicht einheitlich.).
JU Setzt man a,= a,= 0 und a,# 0, hat die Ableitung den Grad 0.

7T Setzt man a,= 0 und a,#0, hat die Ableitung den Grad 1.

JC Setzt man a,# 0, hat die Ableitung den Grad 2.

3¢ Ista,# 0, ist die Ableitung eine Funktion 2. Grades und der
Funktionsgraph ist eine Parabel.

JC Ista,> 0, ist die Parabel nach oben gedftnet.

) Fiir x — +oo geht f'(x) — +oo.

< Fiir x — —oo geht f'(x) — +oo.

¢ Ista,<0, ist die Parabel nach unten gedffnet.

J< Fiir x — +oo geht ' (x) — —oo.

7 Fur x — —oo geht ' (x) — —oo.

JC Ist|a,|>1, ist die Parabel schmaler als die Normalparabel.

JC Ist |a,|< 1, ist die Parabel breiter als die Normalparabel.

J¢ Setzt man a,= 0 und a,# 0, erhilt man eine quadratische
Funktion f(x)=a,x?+a, x+a, Die Ableitung ist dann
f(x)=2a,x+a, und damit eine lineare Funktion, die tiberall
monoton steigend oder monoton fallend ist.

Anmerkung: Es sei darauf hingewiesen, dass hier weder von

,,Streng monton steigend‘* nocht von ,,streng monoton fallend*
die Rede ist.
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* Setzt man a,# 0, erhélt man eine Funktion dritten Grades
f(x)=a,x’+a,x?+a x+a, Die Ableitung ist dann
f(x)=3a,x?+2a,x+a und damit eine quadratische Funktion,
die nicht {iberall monoton steigend und auch nicht tiberall
monoton fallend sein kann.

3¢ Die ,néchste Moglichkeit, eine iiberall monoton steigende
oder {iberall monoton fallende Ableitung zu erhalten, ist eine
Funktion 4. Grades, deren Ableitung keine quadratische
Komponente enthilt, also die Form
f'(x)=4a,x’+2a x+a,und fiir die zusitzlich entweder

a,>0 und a,>0 oder
a,<0 und a, 0 gilt.

Die Ableitung ist dann sogar {iberall entweder streng monoton
steigend oder streng monoton fallend. Z. B.:

A
f(x)=0,3x3+0,1x

18.1.11 Weitere Aufgaben zu Ableitungen ganzrationaler Funktionen

1. Die Nullstellen einer ganzrationalen Funktion sollen mit den Nullstellen der
Ableitung dieser Funktion in Anzahl und Lage iibereinstimmen. Geht das?
Wenn nein: Warum nicht? Wenn ja: Wie geht das? Erschlie3e und untersuche
diesen Zusammenhang. Nenne Beispiele, fertige Zeichnungen an, etc.

2. Leite diese oder eine dhnliche Funktion ab und schreibe etwas iiber deren Ei-
genschaften. Zeichne auch den Graphen.
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f) = =1)-(x+1)=x+x*—x+1

Verindere den gegebenen Funktionsterm so, dass eine Funktion entsteht, die
eine Eigenschaft hat, die die gegebene Funktion nicht hat.

Definiere eine Folge von Funktionen, die mit der gegebenen Funktion beginnt.

3. Eine ganzrationale Funktion sei symmetrisch zu y-Achse. Kann die zweite Ab-
leitung dann auch symmetrisch zur y-Achse sein? Erschliefe und untersuche
diesen Zusammenhang.

4. Der Graph einer ganzrationalen Funktion und der Graph der Ableitung dieser
Funktion sollen keinen Schnittpunkt haben. Geht das? Erschliefe und untersu-
che diesen Zusammenhang. Fertige Skizzen an, zeige Beispiele, begriinde, wie
du vorgehst.

5. Verschiebt man eine ganzrationale Funktion parallel zur y-Achse, bleibt die
Ableitung gleich. Verschiebt man eine ganzrationale Funktion parallel zur x-
Achse, ist das nicht unbedingt so. ErschlieBe und untersuche diesen Zusam-
menhang. Ergiinzung: Sei a>0. Dann ist f(x-a) gegeniiber der Funktion f(x) um
a Einheiten nach rechts verschoben.

fx)

/

Abb. 18.8 f(x) und f(x—3)

18.1.12 Weitere gestalterische Aufgaben

e Die Summe der Léngen der drei Hohen eines Dreiecks sei gleich 3 (Lidngen-
einheiten). Welche Riickschliisse ergeben sich daraus fiir die Seitenlédngen?

e Es soll mit einem (fairen) Spielwiirfel einmal oder mehrmals geworfen werden.
Definiere ein Ereignis, dessen Wahrscheinlichkeit knapp iiber 0,5 ist.
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e Erkldre, warum fiir die Multiplikation von Briichen die Regel ,,Zdhler mal
Zihler, Nenner mal Nenner* zum richtigen Ergebnis fiihrt. Je nachdem, ob
und wenn welche Begriindungen dieser Regel vorher im Unterricht bespro-
chen wurden, kann der Sinn dieser Aufgabe auch darin bestehen zu begriinden,
warum man eine bestimmte Begriindung personlich tiberzeugender findet als
eine andere.

e Gegeben ist eine Folge linearer Funktionen:

- hi(x)=0,9x—1

- h(x) =0,99x—1
— 3(x) = 0,999x — 1
— ha(x) =0,9999x — 1

Gibt es Aussagen, die fiir alle Funktionen dieser Folge zutreffen, wie z. B.

— Die Steigungen aller Funktionen sind gréBer/ kleiner als ...
— Die Differenzen der Steigungen bleiben gleich/ werden grofier/ ...
— Die kleinste Steigung, die grofer als alle Steigungen der Folge ist, ist

gleich ...

e Eine Stufe soll mit einer Rampe versehen werden, deren Steigung nicht groB3er
als 10 % sein soll. Die Rampe soll dabei nicht weiter als 1,5 m von der Stufe
entfernt auf dem Boden aufsetzten. Die Stufe ist 17 cm hoch. Nenne dhnliche
Aufgaben, die dir bei der Losung dieser Aufgabe helfen konnen. Siehe Abb.
18.9.

SN S

— 1,5m _—

17 cm

Zeichnung nicht maRstabsgetreu.

Abb. 18.9 Rampe

18.1.13 Kiirzester Weg auf einer Kugel

Wenn wir Menschen auf unserer (mal angenommen) kugelférmigen Erde keine Hin-
dernisse zu iiberwinden hitten, um von A nach B zu kommen, wo gingen wir dann
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entlang, wenn wir uns fiir die kiirzeste Strecke entschieden? Oder anders gefragt:
Was ist die kiirzeste Flugroute von Diisseldorf nach Singapur?

Rein intuitiv ist uns das bestimmt klar, aber konnen wir das auch erkldaren oder
sogar beweisen?

Ich habe mich das im Zuge der Entwicklung offener Aufgaben tatsdchlich mal
gefragt und mir einiges dazu iiberlegt, was ich hier gerne zeigen mochte. Es geht dar-
um, einen typischen gedanklichen Weg nachzuzeichnen, den man beschreiten kann,
wenn man eine Alltdglichkeit mathematisch hinterfragt. Normalerweise findet man
einiges, woriiber man sich wundern kann. Als Faustregel hat sich fiir meine Arbeit
bewahrheitet: Je einfacher die Frage, desto groBer die Uberraschungen! Den Schwie-
rigkeitsgrad dieser Aufgabe sehe ich im oberen Bereich der Schulmathematik.

Zunachst geht es darum, das Thema zu erschliel3en, was bedeutet, sich zu iiber-
legen, welche Fragen man genau hat. Ich habe mich also gefragt: Was mochte ich
eigentlich genau wissen? Hier sind die Fragen, die das Thema eingrenzen:

Diese Erschlieffungsarbeit ist etwas, was in der Schule eigentlich nie vorkommt,
weil von Schiilern nicht verlangt wird, Themen oder Probleme ergebnisoffen zu er-
kunden und der Lehrer das meist eindeutige Ergebnis einer gestellten Aufgabe bereits
kennt.

e Im dreidimensionalen Raum gibt es zwischen zwei unterschiedlichen Punk-
ten immer genau eine Strecke, die die kiirzeste Verbindung beider Punkte ist.
Beschrinken wir nun den Raum auf die Oberfldche einer Kugel. Welche ma-
thematischen Zusammenhénge gelten nun fiir zwei Punkte der Kugeloberfliche
und deren Verbindungslinien auf dieser Fliche?

e Welche Fachbegriffe konnen in diesem Zusammenhang hilfreich sein?

e Gibt es zwischen zwei Punkten eine Linie, die auf der Kugeloberflidche verlduft
und die die kiirzeste Verbindung der Punkte ist?

e Wenn ja: Gilt das fiir beliebige Punktepaare? Gibt es besondere Punkte? Gibt
es Ausnahmen?

e Wenn nein: Warum nicht? Héangt das von der Konstruktionsweise der Punkte
ab? Oder von deren Lage auf der Kugeloberfliche?

e Wenn die unterschiedlichen Punkte A und B auf der Kreislinie k des GroBkrei-
ses K liegen, welche Linge hat dann der Kreisbogen b von k, der zwischen
A und B liegt? Was kann ,,zwischen* bedeuten? Wovon hiéngt die Linge des
Kreisbogens b ab?

e Fiihre die Rechnung an einem konkreten Beispiel durch.
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Abb. 18.10 Kugel, Kreise, Bezeichnungen

Anmerkung: Das Zusammenstellen der benétigten Definitionen ist ein
wichtiger Bestandteil der ErschlieBung eines Themas und ist aulerdem
mit einem unmittelbaren Erfolgserlebnis verbunden, weil man dann pl6tz-
lich iiber Sachverhalte genau sprechen kann, die man vorher nur vage
umschreiben konnte. Dariiber hinaus erleichtern Fachbegriffe das klare
Denken und sind somit Teil der Losung des Problems. Auch das kon-
nen Schiiler sofort als Erfolg erleben - ein Erfolg, der ihnen im Schulun-
terricht meist nicht gegénnt wird, weil in diesem normalerweise weder
die Fachsprache gefordert wird noch Definitionen zu Ausgangspunkten
der Herleitungen von Lehrsitzen verwendet werden (wie am Beispiel der
Terme hier schon ausgefiihrt wurde).

Definitionen

Eine Kugelfléiche ist die Menge aller Punkte, die von einem festen Punkt im Raum
einen bestimmten Abstand haben.

Die Kugelflache zusammen mit dem Inneren der Kugel heif3t Vollkugel oder Ku-
gelkorper.

Die Kugelfldche soll im Weiteren kurz als Kugel bezeichnet werden.

Ein GroBKkreis ist ein Kreis auf der Kugel, dessen Mittelpunkt mit dem der Kugel
zusammentfillt. Ein Kleinkreis ist ein Kreis auf der Kugel, dessen Mittelpunkt vom
Kugelmittelpunkt verschieden ist.

Ein Kreis soll im Weiteren als Kreislinie verstanden werden. Ist die Kreislinie
zusammen mit allen sich im Kreis befindenden Punkten gemeint, soll dies als Kreis-
scheibe bezeichnet werden.

Maogliche Teillosungen

Aus Plausibilitdtsgriinden kénnen wir ohne Beweis davon ausgehen, dass die kiir-
zeste Verbindung zweier unterschiedlicher Punkte ein Kreisbogen auf der Kugelfla-
che ist. Also keine ,,Zick-Zack-Linie“ oder eine Linie mit Links- und Rechtskurven.

Anmerkung: Fragte man Schiiler danach, ob das tatsdchlich plausibel ist
oder ob man daran noch etwas arbeiten muss, gidbe es bestimmt zwei
Gruppen: Die einen, die mit ,,Na, das sieht man doch sofort!* um die Ecke
kommen und die anderen, denen das nicht sofort einleuchtet und die noch
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Handlungsbedarf sehen. Meiner Erfahrung nach sind die Schiiler, denen
es sofort klar ist, diejenigen, die an die Mathematik etwas oberflachlich
herangehen - oder anders gesagt: diejenigen, die weniger nachdenken als
die anderen.

Was mathematisch dahinter steckt: Wiirden wir nicht nur Kreise, sondern
auch andere Wege zulassen, miissten wir zunéchst definieren, was ein
Weg auf einer Kugel ist, dann miissten wir ein Verfahren bereitstellen, mit
dem wir die Linge eines Weges messen konnen und aulerdem miissten
wir dann beweisen, dass alle Kreise auf der Kugel eine gewisse kiirzeste
Linge haben - was immer das sein mag.

Wir konnen mit der Schulmathematik Lingen von Graphen differenzier-
barer Funktionen bestimmen. Um das fiir unsere Wege verwenden zu
konnen, miissten wir die Differential- und Integralrechnung auf Kugelfla-
chen iibertragen - was selbstverstindlich weit iiber die Schulmathematik
hinaus geht.

Es geht aber noch abstrakter: Wie konnten wir vorgehen, wenn wir nicht
nur Wege zulassen wollen, die Graphen differenzierbarer Funktionen sind,
sondern einfach alle Wege? Dazu miissten wir kldren, was denn dann ein
Weg iiberhaupt sein soll. Gibt es Wege, zu denen keine Funktionen geho-
ren? Wie konnten wir dann die Langen solcher Wege bestimmen?

An dieser Stelle ist nun der Lehrer gefragt, der darauf hinweisen kann,
dass solche Fragen in der Universitdtsmathematik beantwortet werden
(oder klar gemacht wird, warum sie nicht beantwortbar sind). An die-
sen Fragen kann man erkennen, warum die Universititsmathematik so
abstrakt ist und damit nur noch wenig mit der Schulmathematik zu tun
hat. Auflerdem kann man sehen, wie schnell man mit einer sehr simplen
Frage zu sehr abstrakter Mathematik kommt.

Sind die Punkte A und B die Endpunkte eines Kugeldurchmessers, ist jede zwi-
schen den Punkten verlaufende Hilfte eines GroBkreises eine der kiirzesten Verbin-
dungen dieser Punkte. Es gibt unendlich viele dieser GrofBkreise.

Fiir alle anderen unterschiedlichen Punkte A und B gilt:

Sind verschiedene Punkte A und B nicht Endpunkte eines Kugeldurchmessers, so
gilt:

1. Es gibt nur einen GroBkreis kj, der durch die beiden Punkte verlduft.

2. Der kiirzere der beiden Kreisbogen AB und BA ist die kiirzeste Verbindung
der Punkte A und B.

Begriindung zu 1

Die Eindeutigkeit des GroBkreises k; ergibt sich durch die unterschiedlichen drei
Punkte A, B und M, die den Mittelpunkt M von k;, den Radius AM von k; und die
Ebene, in der kj liegen muss, festlegen. |
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Begriindung zu 2

Liegen die Punkte A und B auf einem GroBkreis k; und auf einem Kleinkreis k2, so
liegen die beiden Kreise nicht in einer Ebene. Um aber deren Lingen besser verglei-
chen zu konnen, bilden wir beide in die Zeichenebene ab. Dabei wird der Kleinkreis
quasi aus der Kugel so herausgeklappt, dass die Kreisscheibe von k3 in der gleichen
Ebene liegt, in der die Kreisscheibe von k; liegt.

In Abb. 18.11 sind jeweils zwei der Radien der Kreise und der Kugelmittelpunkt
ebenfalls eingezeichnet.

Abb. 18.11 k; und k,

In Abb. 18.12 teilt der Punkt E den Kreisbogen AB des Kreises k; in zwei glei-

che Teile. Ebenso teilt der Punkt D den Kreisbogen AB des Kreises k; in zwei glei-
che Teile. Durch die eingezeichneten Strecken AD und AE entstehen die Dreiecke
AACD und AACE.

Da die Strecke AC eine Dreiecksseite beider Dreiecke ist und CE die Verldange-
rung von CD ist, ist AE groBer als AD.

%}3\

Abb. 18.12 k; und k; geteilt

C

In Abb. 18.13 teilt der Punkt F den Kreisbogen AE des Kreises k; in zwei gleiche

Teile. Ebenso teilt der Punkt G den Kreisbogen AD des Kreises k; in zwei gleiche
Teile.
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A =G B
K, C

Abb. 18.13 k; und kj nochmal geteilt

Das gleichschenklige Dreieck AAEF hat gegeniiber dem gleichschenkligen Drei-
eck AADG nicht nur die Grundseite AE, sondern wegen der stirkeren Kriimmung
von k; auch die groere Hohe. Damit ist die Strecke AE grofier als AG. Gleiches gilt
fiir alle griilnen Strecken im Vergleich zu den blauen Strecken.

Wir konnten noch weitere Halbierungen der Kreisbogen vornehmen. Die Lin-
ge des Streckenzuges des Kreises k» wire dabei jeweils grofier als die Liange des
Streckenzuges des Kreises kj.

Weil wir mit diesem Verfahren Streckenziige erhalten, die den Kreisbdgen - und

damit auch deren Lingen - beliebig nahe kommen, ist der Kreisbogen AB des Krei-

ses k langer als der Kreisbogen AB des Kreises k;. |

Anmerkung: Es gibt eine Diplomarbeit von 2016 von Wolfgang Schif-
fer?, in der unter anderem dieses Problem behandelt wird. Allerdings ist
der mathematische Aufwand, den er in seinem zehnseitigen Beweis be-
treibt, um ein Vielfaches hoher als die hier gezeigte kleine Abschitzung,
die mit der Schulmathematik sicher zu bewiltigen ist. Das wirft mehrere
Fragen auf: Wusste er nicht, dass das viel einfacher geht? Habe ich mich
vertan? Beweist er etwas anderes/ allgemeineres? Trotz ldngerer Suche
konnte ich meinen Beweis nirgends finden, obwohl ich davon ausgehe,
nicht der erste zu sein, der darauf gekommen ist; immerhin ist das Pro-
blem bekannt seitdem die Menschen mit Schiffen iiber das offene Meer
fahren. Dennoch war es fiir mich interessant, eine Losung zu finden, die
mir neu und auBlerdem einfacher ist als die Losungen, die ich bei anderen
Autoren finden konnte. Auch Schiiler sind in der Lage, solche Losungen
zu finden, was immer eine sehr aufregende Sache ist.

2Mathematische Geographie, Diplomarbeit, Wolfgang Schiffer, 2016, https://unipub.uni-
graz.at/obvugrhs/download/pdf/ 1390210?originalFilename=true



Kapitel 19

Die Kehrwertregel

Immer wieder mache ich mir einen Spaf3 daraus, Leute zu fragen, ob sie die Kehr-
wertregel kennen, also die Regel, nach der man Briiche teilt:

Man teilt durch einen Bruch,
indem man mit dem Kehrwert multipliziert.

Die meisten Leute, die ich gefragt habe, kannten die Regel. Aber auch nach mehreren
Jahrzehnten des Fragens, habe ich bisher keine einzige Person getroffen, die mir auf
Anhieb eine anschauliche Begriindung fiir diese Regel liefern konnte.

Die Kehrwertregel ist nicht nur mathematisch wichtig, sondern sie ist fiir viele
Schiiler ein Wendepunkt in ihrer personlichen Mathematik-Karriere: Bisher konnten
sich Schiiler meist ganz gut vorstellen, was ihre Rechnungen bedeuteten. Das Addie-
ren und Subtrahieren natiirlicher Zahlen kann man sich mit Bonbons vorstellen. Teilt
man 12 durch 4, kann man entweder 12 Stiicke Schokolade in 4 Gruppen zu jeweils
3 einteilen oder man kann 12 Apfel auf 4 Tiiten aufteilen. Ein viertel Stiick Pizza
plus ein drittel Stiick Pizza ist zwar schon viel komplizierter, ist aber ein durchaus

alltdglicher Vorgang. Auch % . % geht noch ganz gut: Was ist die Hilfte einer drittel

Torte? Aber wie rechnet man % : %? Geht das auch mit Pizza? Und wie kann es sein,
dass%:%:%-%ist?

Weil kaum ein Schiiler hierzu eine anschauliche Begriindung zu sehen bekommt,
ist das fiir viele junge Menschen der Einstieg in den Ausstieg: Da sie nicht verstehen
konnen, warum sie so rechnen sollen, konnen sie einfach nur nachmachen, was der
Lehrer sagt, um gute Noten zu erhalten. Das ist nicht nur unbefriedigend, sondern hat
meistens auch zur Folge, dass sich Schiiler fiir zu dumm fiir die Mathematik halten
und das Interesse an diesem Fach verlieren.

Bevor wir uns mehrere Erkldarungen der Kehrwertregel verstiandig ansehen kon-

nen, sollten wir uns mit drei Grundideen vertraut machen:
1. Wie eine kleine Zahl durch eine grofie Zahl geteilt wird,
2. wie Briiche im Standardmodell der Bruchstreifen aussehen und

3. wie das Einteilen von Briichen in kleinere Teile funktioniert.

195
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1) Wie wir in der Grundschule gelernt haben, ist 6 : 3 = 2, weil die 3 zweimal auf
die 6 passt. Aber wie konnen wir umgekehrt teilen? Was ist 3 : 6? Das ist (hoffentlich)
bei der Einfithrung der Briiche besprochen worden: Die dahinter stehende Frage ist:
Welcher Teil von 6 passt auf 3? Nun, wir konnenuns die6 als 1 +1+1+14+141
vorstellen. Damit ist 1 ein Sechstel von 6. Drei dieser 1-en passen auf 3. Damit haben
wir die Antwort auf die Frage, welcher Teil von 6 auf 3 passt: Drei Sechstel von 6
passen auf 3.

2) Die Bruchstreifen dienen der Veranschaulichung von Briichen. Man kann mit
diesen Streifen ein gutes Gefiihl fiir die GroBenverhéltnisse von und die elementaren
Rechenoperationen mit Briichen bekommen. Hier sind zunédchst Bruchstreifen bis zu
Zehnteln abgebildet. Die Farben orientieren sich an den Zahlenstiben von George
Cuisenaire.

|L|l

10

Abb. 19.1 Bruchstreifen bis Zehntel

Wie wir feststellen konnen, passen manche Bruchstreifen ganz gut zusammen,
weil sich die vertikalen Einteilungen des einen Streifens auf dem anderen wiederfin-
den lassen.

Abb. 19.2 Viertel und Achtel

Manche Bruchstreifen passen nicht so gut zusammen, weil sie keine gemeinsa-
men inneren Einteilungen haben.
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i I I | 4

5 5
1 1 1 1 1 1 1
7 7 7 7 7 7 7

Abb. 19.3 Fiinftel und Siebtel

o=
all=
al=

3) Briiche mit verschiedenen Nennern konnen nicht so einfach addiert oder sub-

trahiert werden, wie wir das von den ganzen Zahlen gewohnt sind. Man sieht den

Bruchstreifen das Ergebnis von ?T — % nicht so einfach an.

»
>
<
<

Abb. 19.4 3 — 3 =?

wl=
w|=

Aber es gibt ja einen Bruchstreifen, der zu den Vierteln und zu den Dritteln passt.
Wir erhalten ihn, wenn wir die Viertel in jeweils 3 Teile und die Drittel in jeweils 4
Teile unterteilen.

w|=
w|=
w|=

Mit den Zwdlfteln konnen wir nun die Subtraktion der Briiche problemlos durch-
fiihren. Es gilt:

8 _ L
12— 12

|
W
Il

Bl
She
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Wenn wir Briiche multiplizieren, teilen wir ebenfalls in kleinere Einheiten ein. Es
bedeutet z. B. 5 - ; ! umgangssprachlich ein Viertel eines Fiinftels. Um das Ergebnis
zu erhalten, tellen wir die Fiinftel in jeweils vier Teile und erhalten Zwanzigstel.

:
o=
o=
all=
:

Wenn wir % durch % teilen wollen, konnen wir zunéchst die Drittel wie auch die
Fiinftel in kleinere Teile einteilen. In diesem Fall bieten sich die Fiinfzehntel an.

1 | 1 | 1
3 3 3
alafalalafalalalalajalalajala
%5115 |15 | 15| 15| 15|15 | 15| 15|15 | 15| 15| 15 | 15 | 15
1 | 1 | 1 | 1 | 1
5 5 5 5 5
Abb. 19.8 % und £ sind auch Fiinfzehntel
2 _ 10 4_ 12
Es gilt: § = {5 und 5 = 5.
10 1
15 3
Alalalalilalilalalalalalalala
B |15 | 151515 |15 |15 |15 | 15|15 | 15| 15| 15| 15 | 15
12 | 1
15 5
10 4 _ 12
Abb. 199 ?undg—ls

Da wir eine ,,kleine* Zahl durch eine ,,grole* Zahl teilen wollen, fragen wir uns,
welcher Teil der groBen Zahl auf die kleine passt. Wie wir an den Bruchstreifen

erkennen konnen, ist 15 der zwolfte Teil von 1% Zehn dieser Teile passen auf

Also ist das Ergebms 13- Damit haben wir (wenn wir am Ende noch kiirzen):

o

2.4
3°5

—
[\
AN

Soweit also die kurze Besichtigungstour durch die Bruchstreifen und einige der
damit verbundenen Ideen. Der Umgang mit Briichen muss iiber einen langen Zeit-
raum (mehrere Jahre) geiibt werden, damit Schiiler sicher und fliissig mit den zu-
grunde liegenden Konzepten umgehen konnen. Die Bruchstreifen helfen zwar enorm
dabei, solide Repridsentanzen von Briichen im Gehirn aufzubauen, da sie haptisch
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und optisch zur Verfiigung stehen, aber auch der Umgang mit diesem Material muss
gelibt werden. Eine kurze Erwihnung der Ideen - wie sie hier vorliegt - reicht nicht!

Gerade das Teilen von Briichen stellt auBerdem erhdhte Anspriiche an die sprach-
lichen Fahigkeiten der Schiiler. Sitze wie ,,Fiinf Sechstel von vier Fiinfteln passen
auf zwei Drittel. sind sehr weit von der Umgangssprache entfernt. Meiner Erfahrung
nach wird die sprachbildende Komponente des Mathematikunterrichts normalerwei-
se in der Schule stréflich vernachldssigt.

19.1 Begriindung 1

Kiimmern wir uns nun um die verschiedenen Begriindungsmoglichkeiten der Kehr-
wertregel.

Schauen wir uns das mal an einem Beispiel an. Teilen wir 12 durch 4, konnen wir
uns das mit Kugeln vorstellen.

y y -o y y y -~ @ y y @ V4

Abb. 19.10 12 und 4 Kugeln

Die Frage, die dahinter steckt, lautet: Wie oft passen 4 Kugeln auf 12 Kugeln?
Nun, die Antwort ist 3, weil 4 -3 = 12 ist.

4 y y y y y y p 4 y y

[ J J )

1 - mal 2 - mal 3 - mal

Abb. 19.11 12 und 4 - 3 Kugeln

Aber wie konnen wir uns z. B. % : % vorstellen?

Weil % grofler als % ist, konnen wir uns als erstes fragen, was denn ,.klein geteilt
durch gro* sein konnte. Schauen wir uns das mal bei 4 : 12 an.

y y y

Abb. 19.12 4 und 12 Kugeln

Die Frage: ,,Wie oft passen 12 Kugeln auf 4 Kugeln? ergibt in dieser Situation
keinen Sinn.
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Wir konnten aber fragen: ,,Welcher Teil von 12 passt auf 4?7 Dann kénnen wir
rechnen: 4 : 12 = %, weil ein Drittel von 12 auf 4 passt.

ein Drittel

Abb. 19.13 4 und § von 12

Hier sollten wir kurz innehalten und uns iiberlegen, was wir gemacht haben: Wir
haben fiir uns neu definiert, was das Teilen bedeuten konnte. Das ist ein sehr groer
Schritt! Eine solche Definition miisste im Schulunterricht ausgiebig geiibt und viel-
filtig vernetzt werden, um hinreichend verstanden werden zu kdnnen. Interessanter-
weise habe ich noch keinen erwachsenen Menschen getroffen, der sich an ein solches
Uben und Vernetzen aus seiner Schulzeit erinnern konnte. Vielleicht muss man sich
dann nicht wundern, wenn man bisher die Idee hinter ,.,klein geteilt durch gro3*“ nicht
verstanden hat.

Mit diesen Uberlegungen konnen wir verstehen, was mit z. B. % : % gemeint sein
konnte: Welcher Teil von % passt auf %?

|
(N

1 1

3 2

A

Is ~
]

Abb. 19.14 § und }

Um den Teil genau bestimmen zu konnen, teilen wir die Halben in jeweils drei
Einheiten und die Drittel in jeweils zwei Einheiten - also jeweils in so viele Einheiten,
wie der Nenner des anderen Bruchs angibt. Alle entstandenen kleinen Einheiten sind
dann gleich gro8.

Abb. 19.15 gleich groBe Einheiten

Eine Einheit ist ein Drittel einer Hélfte, denn wir haben die Hilften in jeweils drei
Teile geteilt.
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[ — | I

[ I
[Einheit!

Abb. 19.16 § von }

Zwei dieser Einheiten passen auf ein Drittel.

;|:| | I
Einheit|Einheit

[ |
[Einheit!

Abb. 19.17 % von % passt 2-mal auf %

Also passen zwei Drittel einer Hilfte auf ein Drittel. Meistens schreiben wir das
so auf:

11 2

3'2 3

Liest man diese Erkldarung zum ersten Mal, ist das sicher recht anspruchsvoll. Um
sich iiber diesen Sachverhalt klar zu werden, muss man mit Briichen sicher rechnen
konnen, sich diese Briiche miihelos vorstellen konnen und das alles auch noch mit
der recht differenzierten mathematischen Sprache verbinden konnen. So etwas geht
nicht von heute auf morgen! Nicht umsonst steht im zweiten Brandbrief der Deut-
schen Mathematiker-Vereinigung (DMV), der Gesellschaft fiir Didaktik der Mathe-
matik (GDM) und des Verbands zur Forderung des MINT-Unterrichts (MNU): ,,Die
Bruchrechnung muss offenbar iiber einen langen Zeitraum gefestigt werden.*!

Nachdem wir % : % erfolgreich ausgerechnet haben, konnen wir uns noch iiber-

legen, was das mit der Kehrwertregel zu tun hat. Klar, um auf das Ergebnis % zu
kommen, hitten wir auch mit dem Kehrwert des zweiten Bruchs multiplizieren kon-
nen, denn

3

12 2
13

Aber muss das so sein? Funktioniert das immer? Nun, wenn wir % : % rechnen moch-

ten, konnen wir immer die Drittel halbieren und die Hilften dritteln. Da wir wissen
wollen, welcher Teil einer Hilfte auf ein Drittel passt und wir die Halfte in drei Ein-
heiten geteilt haben, werden wir das Ergebnis immer in Dritteln angeben. Das heif3t,
der Nenner des Ergebnisses ist gleich 3 und das ist der Nenner des ersten Bruchs.
Das Drittel haben wir in zwei Einheiten geteilt, weil der Nenner des zweiten Bruchs
gleich 2 ist. Also ist die Anzahl der Einheiten gleich 2 und das ist der Zihler des
Ergebnisses.

Uhttps://bildung-wissen.eu/wp-content/uploads/2020/03/Brief-an-die-KMK_2020-03-05pdf.pdf
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Das funktioniert auch mit anderen Briichen, z. B. konnen wir % : é rechnen. Dazu

konnen wir immer die Siebtel in jeweils 5 Einheiten und die Fiinftel in jeweils 7 Ein-
heiten einteilen. Alle entstandenen kleinen Einheiten sind dann gleich groB3. Da das
Fiinftel in 7 Teile geteilt wurde, konnen wir angeben, wie viele Siebtel des Fiinftels
auf ein Siebtel passen. Und weil das Siebtel in 5 teile geteilt wurde, wissen wir, dass
5 Siebtel des Fiinftels auf ein Siebtel passen. Also:

1.1 _1.5 5

7577177
Jetzt fehlt noch der anschauliche Nachweis fiir allgemeine Briiche, also fiir solche
Briiche, die keine besonderen Eigenschaften haben. Wir wollen folgendes ausrech-
nen:

TIRS)
Bl W

Wir fragen uns also, welcher Teil von % auf % passt.

vl <

> alw

Abb. 19.18 % und 3

Wir teilen alle Fiinftel in jeweils 4 Einheiten und alle Viertel in jeweils 5 Einhei-
ten. Alle kleinen Einheiten sind dann gleich grof.

L e e e B B R B B

Abb. 19.19 gleich groBe Einheiten
Eine Einheit ist ein 15-tel von %, weil wir jedes der 3 Viertel in 5 Einheiten geteilt
haben und 5 -3 gleich 15 ist. Damit multiplizieren wir also den Nenner des ersten
Bruchs mit dem Zihler des zweiten Bruchs - was eine Hilfte der Kehrwertregel ist.

L emmmm - sumnmm BB A

Abb. 19.20 % von 3

Acht dieser Einheiten passen auf % weil wir 2 der Fiinftel in jeweils 4 Einhei-
ten geteilt haben und 2 - 4 gleich 8 ist. Damit multiplizieren wir also den Zihler des
ersten Bruchs mit dem Nenner des zweifen Bruchs - was die andere Hilfte der Kehr-
wertregel ist.



19.2. BEGRUNDUNG 2 203
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Abb. 19.21 % von % passt 8-mal auf%

Diese Uberlegungen koénnen wir kurz so aufschreiben:
2.3 24 2.4 8
534753753 15
Es passen als 8 Fiinfzehntel von 3 Vierteln auf 2 Fiinftel.

19.2 Begriindung 2

Wir konnen auch anders begriinden, z. B.:
Wir haben % : % Jede Division konnen wir als Bruch schreiben:

3.2_ 3
57 2
5 7 z
Wir konnen nun die Briiche % und % geschickt erweitern. Wir wollen % mit dem

Nenner von % - also 7 - erweitern und % wollen wir mit dem Nenner von g -also 5 -

erweitern.
57

25
75

Weil wir jeden Bruch % auch in der Form a - % schreiben konnen, formen wir um.

A
w
Q

‘_

Rk
VNS

2
)]
o
O
ﬂ_
%)

Weil 51—7 gleich % ist, konnen wir mit dieser Zahl kiirzen.

7 _ 374 37

3.2_ %

§7 7 2 T 25 T .

57 2 23 2.5. % 2-5
Dass wir hier zwei gleiche Zahlen erhalten, mit denen wir kiirzen konnen, ist iibri-
gens kein Zufall, da wir den ersten Bruch % mit dem Nenner des zweiten Bruchs -

(98]

[\JL9)]
[SEN]

also 7 - und den zweiten Bruch % mit dem Nenner des ersten Bruchs - also 5 - erwei-
tert haben. Das wiirde mit anderen Zahlen ganz genauso funktionieren. Dann formen
wir noch um.

32 ¥ M 374 37 37
577 27 3 25K 25 25
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Damit haben wir gezeigt:

(G NREN|

| W
=
| W

Bei allen Schritten dieser Begriindung haben wir die speziellen Eigenschaften der
Zahlen 3, 5, 2 und 7 nicht verwendet. Das heif3t, es wiirde mit allen anderen Zahlen
genauso funktionieren (wenn wir dabei beachten, dass wir nicht durch O teilen kon-
nen). Deshalb schreibt man diese Begriindung meist mit Variablen auf. Damit macht
man deutlich, dass die Gleichungskette immer richtig ist - egal, welche Zahlen man
fiir die Variablen einsetzt (solange man beachtet, dass fiir die gleichen Variablen im-
mer die gleichen Zahlen eingesetzt werden miissen und dass wir nicht durch O teilen
konnen). Also haben wir:

S
QU

aic_ % _ bd a-d-%_a-d_a d
b d < % C'b'jz/ c-b ¢ b

19.3 Begriindung 3

Ohne konkrete Zahlen zu bemiihen soll nun eine weitere Begriindung gezeigt wer-
den. Wir erhalten eine dhnliche Gleichungskette wie oben, wenn wir die Division der
Briiche als Doppelbruch schreiben und dann Zihler und Nenner mit dem Kehrwert
des zweiten Bruchs multiplizieren.

oI

(SIS
SR

S
Ul o
U
QU o [
o0
|
|
IS
Sl X

19.4 Begriindung 4

In Begriindung 1 haben wir den Fall besprochen, wie wir die Kehrwertregel begriin-
den konnen, falls das Teilen als ,,Messen* interpretiert wird: Wie oft passt die 4 in
die 12?7 Das ist der gleiche Vorgang, den wir beim Messen durchfithren: Um z. B.
die Lange eines Tischs zu bestimmen, fragen wir uns, wie oft eine Messlatte auf die
Tischldnge passt.

Es gibt eine - wenn man so will - entgegengesetzte Auffassung dariiber, was un-
ter dem Teilen von Zahlen verstanden werden soll, nimlich das Verteilen: 12 Apfel
sollen auf 3 Tiiten verteilt werden. Wie viele Apfel sind in jeder Tiite?
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Abb. 19.22 12 Apfel auf 3 Tiiten verteilen

Wenn wir die Apfel durch Wasser ersetzen, ergibt sich eine sehr unkomplizierte
Moglichkeit, das Teilen von Briichen zu verstehen: Haben wir ein Gefid3 mit Was-
ser und gieen wir das Wasser in ein breiteres Gefdll - womit wir dann das Wasser
auf eine groBere Grundflache verteilen - ist der Wasserstand geringer. Gielen wir
das Wasser in ein schmaleres Gefil3 - womit wir dann das Wasser auf eine kleinere
Grundflidche verteilen - erhoht sich der Wasserstand.

Abb. 19.23 Wasserstand und GefiBbreite

Statt Wasser wollen wir nun Flichen verteilen. Dazu firben wir drei Viertel der
Flache eines Einheitsquadrats - also eines Quadrats mit der Seitenlidnge 1 - griin ein
und verteilen sie auf zwei Ganze.

f— 1 —

— | —>

: 1 | 1 :
Abb. 19.24 3 auf2

Da wir auf zwei Ganze verteilen wollen, teilen wir jedes Viertel in zwei gleich
grofe Teile. Die Hohe jedes dieser Teile ist dann %, weil % die Hilfte von % ist.
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Abb. 19.25 Die Hiilfte von % ist %.

Nun konnen wir das erste Viertel auf zwei Ganze verteilen.

— 11—

i 1 i 1 i

Abb. 19.26 % auf 2 Ganze verteilen

Verteilen wir die restlichen Viertel auch noch, entstehen zwei Sdulen mit einer

Hohe von 3 - %.

i 1 [ | 1 i

Abb. 19.27 % auf 2 Ganze verteilen

f— 11—

Als Rechnung konnen wir das so aufschreiben.

3.,.3.2_31_31_3
4 4°1 4 2 4.2 8
Nun wollen wir mit ,,richtigen‘ Briichen rechnen und vier Fiinftel auf zwei Drittel
verteilen, also das Ergebnis von ‘5—‘ : % bestimmen.
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19.4. BEGRUNDUNG 4
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Abb. 19.28 % auf 3 verteilen

Dazu teilen wir die Fiinftel in jeweils drei Teile ein, damit das, was wir verteilen
wollen, gut auf die Drittel passt. Dadurch entstehen 5 - 3 kleine Rechtecke.

Abb. 19.29 £ dritteln

Da wir auf zwei Drittel verteilen wollen, teilen wir jedes kleine Rechteck in zwei
1 1
52 7 10"

gleiche Teile. Jedes dieser Teile hat eine Hohe von

-
+ 5270

Abb. 19.30 Eine kleine Einheit in zwei Teile teilen

Jetzt konnen wir verteilen.
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T

Abb. 19.31 Eine kleine Einheit auf zwei Drittel verteilen

Diesen Vorgang konnen wir 4 - 3 = 12 mal ausfiihren.

BN
w
-
N

a
N
-
o

Abb. 19.32 % auf % verteilen

Diese Sidule hat eine Hohe von zwolf Zehnteln. Es sind Zehntel, weil wir die
gegebenen Fiinftel jeweils in zwei Teile aufgeteilt haben, da wir ja auf zwei der
Drittel verteilen wollten. Es sind zwdlf Zehntel, weil wir alle gegebenen Fiinftel
in jeweils drei kleine Rechtecke geteilt haben, da wir ja auf Drittel verteilen wollten.
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19.5 Sind das Begriindungen?

Wir haben nun vier unterschiedliche Begriindungen der Kehrwertregel gesehen. Aber
sind das iiberhaupt Begriindungen? Das kommt darauf an, was man unter einer Be-
griindung versteht. In Begriindung 3 fithren wir Termumformungen mit Termen durch,
die Variablen enthalten. Ist man schon vom Konzept der Variablen iiberzeugt und hat
sich auch von der Richtigkeit der verwendeten Termumformungen iiberzeugt, dann
mag man diese Zeichenreihe als Begriindung empfinden, weil man mit bereits be-
wiesenen Schritten die gesuchte Gleichheit der beiden dufleren Terme herbeigefiihrt
hat. In Begriindung 2 haben wir an einem Beispiel gesehen, wie wir rechnerisch von
einem Term zum néchsten kommen konnen. Das haben wir dann mit Hilfe von Va-
riablen auf alle moglichen Zahlen iibertragen. Aber woher wissen wir, dass das fiir
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alle Zahlen gilt? Kann man das beweisen? Fiir Begriindung 1 haben wir uns zunichst
iberlegt, was eine Division durch Briiche tiberhaupt bedeuten kann - ohne den An-
spruch darauf zu erheben, dass diese Auffassung der Division die einzig richtige ist.
Aber was ist dann eine solche Begriindung wert, wenn sie voraussetzt, dass wir die
Division von Briichen auf eine bestimmte Art verstehen, ohne diese Art wiederum
bewiesen zu haben. Und schlieflich haben wir in Begriindung 4 gesehen, dass die
Auffassung der Division aus Begriindung 1 nicht die einzige ist. Man konnte gegen
die Begriindungen 2 und 3 auch ins Feld fiihren, dass die Division durch Briiche eine
Entsprechung in der ,,realen* Welt haben muss und man deshalb die Kehrwertregel
nur mit realen Objekten begriinden kann. Dazu konnten wir wie in Begriindung 4
Pizza aufteilen und damit die Kehrwertregel begriinden. Da es einer Pizza aber egal
ist, ob auf irgendeiner Tafel dieser Welt die Zeichenreihen der Begriindungen 2 oder
3 stehen, konnen diese keine Begriindungen sein.

Wir werden diese Fragen in diesem Buch nicht abschlieBend beantworten konnen.
Die Fragen sind hier erwéhnt, weil sie in der Praxis eine grof3e Rolle spielen. Wenn
z. B. ein Schiiler die Kehrwertregel nicht versteht, liegt es oft nicht daran, dass er die
einzelnen Schritte der Rechnung nicht versteht, sondern am mangelnden Verstiandnis
des Teilens von Briichen durch Briiche tiberhaupt. Fiir viele Schiiler sind das Symbo-
le, die anscheinend nach bestimmten Regeln aufgeschrieben werden. Aber was das
eigentlich soll, wissen sie oft nicht, geschweige denn, dass sie anschaulich begriinden
konnten, warum die Regel funktioniert.

Kurzum, das Verstindnis der Kehrwertregel und der Mathematik an sich ist eine
sehr personliche Sache. Wenn wir die Kehrwertregel verstehen mochten, brauchen
wir dazu die Begriindung, die fiir uns passt. Es wire gut, den eigenen Weg zu finden.
Und es ist gut, das mit anderen Menschen zusammen zu tun und zu verstehen, dass
es unterschiedliche Sichtweisen und ,,Wahrheiten* gibt.
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Termumformung

Ab der 7. Klasse stehen Termumformungen auf dem Lehrplan. Das sind Verfahren,
mit denen man Terme umformt. Solche Verfahren werden in der Regel unterrichtet,
indem an Beispielen gezeigt wird, wie Terme umgeformt werden. Schiiler sind dann
gehalten, diese Umformungen an dhnlichen Termen ebenso durchzufiihren. Mit et-
was Ubung schaffen es dann die meisten durch die niichste Klassenarbeit. Das geht
meistens auch ohne jegliches Verstindnis. Wenn ich Schiiler frage, was denn eine
richtige Termumformung von einer falschen Unterscheidet, sagen sie mir meist, rich-
tig sei eine Umformung, wenn sie so ist, wie der Lehrer sie gezeigt hat. Ansonsten
sei die Umformung falsch.

Das hat natiirlich nichts mit mathematischem Verstindnis zu tun. Wir kénnen uns
mit wenigen Definitionen iiberlegen, wie man Termumformungen verstehen konnte.

Definition: Terme sind Kombinationen aus Zahlen, Variablen und Rechenzeichen,
die man ausrechnen kann.

Damit wir uns um das Verstidndnis von Termumformungen kiimmern koénnen, soll
hier vorausgesetzt werden, dass Terme hinreichend bekannt sind.

Definition Zwei Terme heiflen ergebnisgleich, wenn sie immer gleiche Ergebnisse
haben, egal, welche Zahlen man fiir die Variablen einsetzt. Dabei sollen fiir gleiche
Variablen gleiche Zahlen eingesetzt werden.

Fiihrt man in der Mathematik eine Termumformung durch, meint man damit im-
mer, dass ein Term in einen ergebnisgleichen Term umgeformt wird. Eine Termum-
formung ist also richtig, wenn ein Term in einen ergebnisgleichen Term umgeformt
wird und sie ist falsch, wenn ein Term nicht in einen ergebnisgleichen Term umge-
formt wird.

Nur, um es sehr klar zu machen: Fast alle Schiiler, mit denen ich gesprochen
habe, kannten noch nicht einmal das Konzept der Ergebnisgleichheit zweier Terme.
Auf diese Weise kann man Terme und Termumformungen schlicht und ergreifend
nicht verstehen.

Schauen wir uns ein Beispiel dazu an: Betrachten wir die beiden Terme

5-2+aund5—(2—a)

210
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Setzen wir a = 3, erhalten wir:
5-2+3und5—(2-3)
In beiden Fillen kommt das Ergebnis 6 heraus.

Wenn die Umformung des Terms 5 —2 +a in den Term 5 — (2 — a) richtig sein
soll, miissen beide Terme fiir alle Zahlen, die man fiir a einsetzen kann, das gleiche
Ergebnis haben.

Hier ist nun der Punkt, an dem mathematisches Verstindnis anfingt. Zunichst
konnte geklart werden, was die Behauptung der Ergebnisgleichheit beider Terme
aussagt. Dafiir gibt es viele Moglichkeiten und auch viele Moglichkeiten des Ver-
stindnisses.

Wenn man so will, kann man diese Behauptung so verstehen: Immer, wenn wir
in Zukunft fiir beide Variablen a in beide Terme die gleiche Zahl einsetzen und dann
die Terme ausrechnen, kommt das gleiche Ergebnis heraus. Normalerweise gehen
wir davon aus, nicht zu wissen, was in Zukunft passieren wird. Im Fall der Terme
behaupten wir aber, es ganz genau zu wissen. Warum funktioniert das? Oder funk-
tioniert das vielleicht gar nicht?

Schiiler antworten darauf oftmals, man wisse das aus Erfahrung. Wenn ich dann
darauf hinweise, dass es unendlich viele Zahlen gibt, die in Terme eingesetzt werden
konnen und man somit nicht an allen Zahlen getestet haben kann, ob das stimmit,
denken Schiiler - meinem Eindruck nach - zum ersten Mal iiber die Unendlichkeit
der Zahlenmengen nach.

Das ist einer der entscheidenden Punkte in der mathematischen Entwicklung ei-
nes Schiilers: Idealerweise kommt jetzt von einem einfiithlsamen Lehrer die Frage an
den Schiiler: Was wiirde dich denn liberzeugen? Was miisste passieren, damit du da-
von iiberzeugt bist, dass die Ergebnisse zweier Terme auch dann gleich sein werden,
wenn man in die Terme Zahlen einsetzt, die noch nie jemand vorher eingesetzt hat?

Kleiner Einschub: Zu diesem Zeitpunkt und an dieser Stelle ist der Lehrer der
einzige Mensch auf der Welt, der sich fiir die mathematischen Gedankengénge des
Schiiler interessiert und diese auch gleichzeitig fachlich beurteilen kann. Allein schon
deshalb wird man Lehrer niemals ersetzen konnen.

Mochte man wissen, ob eine Aussage fiir alle Zahlen richtig ist, konnte man sich
fragen, ob man denn iiberhaupt Zahlen findet, fiir die die Aussage richtig ist. Al-
so konnte man ein paar Beispiele durchrechnen. Aber was wiirde passieren, wenn
wir Zahlen in zwei vermeintlich ergebnisgleiche Terme einsetzen wiirden und un-
terschiedliche Ergebnisse herauskommen wiirden? Unsere erste Vermutung wire be-
stimmt, dass wir uns verrechnet haben - wodurch die nichste Frage aufgeworfen
wird: Konnen wir immer kliren, ob richtig gerechnet wurde? Haben alle Rechnun-
gen der Welt immer nur ein einziges Ergebnis?

Diese moglicherweise etwas trivial anmutenden Fragen fiihren iibrigens zu gar
nicht mehr trivialen Teilgebieten der Mathematik wie Rekursionstheorie und Kom-



212 KAPITEL 20. TERMUMFORMUNG

plexitétstheorie. Darauf soll in diesem Zusammenhang nicht weiter eingegangen
werden. Daran kann man aber sehen, wie vielfiltig solch simple Fragen beantwortet
werden konnen.

Kehren wir zuriick zu unseren beiden Termen: Es gibt ein Standardmodell, mit
dem man sich Rechnungen vorstellen kann, nimlich die Zahlengerade. Setzen wir
fiir a die Zahl 3 ein, erhalten wir mit dem linken Term folgendes Bild:

L

|
I
-2 -1 0 1 2 3 4 5

Abb. 20.1 5-2+4+3=6

Um das Ergebnis des rechten Terms zu finden, rechnen wir zunichst die Klammer
aus.

|
|
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
Abb. 20.22-3=-1

Das Ergebnis der Klammer verwenden wir dann, um das Ergebnis des Terms zu
bestimmen. Inwieweit —(—1) tatsidchlich gleich +1 ist, soll in diesem Zusammen-
hang nicht diskutiert werden. (Siehe dazu unter ,,Warum ist Minus mal Minus gleich
Plus?*)

v

Nun haben wir gesehen, wie bei beiden Termen das gleiche Ergebnis heraus-
kommt, wenn wir fiir die Variable a die Zahl 3 einsetzen. Um zu sehen, ob das auch
mit anderen Zahlen funktioniert, soll der Pfeil, der die Variable a reprisentiert, etwas
verldngert werden.
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Abb. 20.45-2+a>6

Wenig iiberraschend ist das Ergebnis des Terms nun groBer als 6, denn wir haben
zu 5 — 2 eine grofBere Zahl als 3 addiert.

Auf der anderen Seite funktioniert das auch. Zunichst rechnen wir die Klammer
aus und erhalten einen Pfeil b, der lidnger ist als der Pfeil, der —1 reprisentiert.

Abb. 20.52—a="b

Vorher haben wir zu 5 die Zahl 1 addiert. Jetzt addieren wir eine Zahl b, die
grofer als 1 ist und das Ergebnis ist grofer als 6.

5-(-h)=5+b>6

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

Abb. 20.6 5— (—b) =5+b>6

Kurz zusammengefasst konnen wir festhalten: Wenn wir einen ldngeren blauen
Pfeil verwenden, wird der braune Pfeil auch ldnger. Ist der braune Pfeil lidnger, ist
auch das Ergebnis grofer.

Da wir nicht festgelegt haben, welche Zahl genau wir fiir a eingesetzt haben und
wir trotzdem zu gleichen Ergebnissen gekommen sind, ist das ein Hinweis darauf,
dass es ein abstraktes Muster gibt, welches die beiden Terme ergebnisgleich macht.
Ein solches Muster zu erkennen ist ein weiterer groler Schritt in der Entwicklung
einer mathematischen Denkweise eines Schiilers.

Welches Muster konnte das sein? Hier ist ein Vorschlag: Zunichst wollen wir
uns nicht mehr um die 5 kiimmern, weil sie in beiden Termen an der gleichen Stelle
vorkommt und somit mit dem Muster, welches moglicherweise fiir die Ergebnis-
gleichheit verantwortlich ist, wohl nichts zu tun hat.

Im linken Term haben wir dann noch —2 + a, was wir uns so vorstellen konnen.
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> -2+a

|||}|§||=||
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

Abb. 20.7 —2+a

Im rechten Term kiimmern wir uns zuniachst um die Klammer.

Abb. 20.8 2—a

Das Minus-Zeichen vor der Klammer dreht das Zwischenergebnis dann auf die
andere Seite.

Abb. 20.9 —(2—a)

Wenn ich Schiiler frage, ob sie dahinter eine Logik erkennen kénnen, sagen sie
oft etwas wie: ,,Naja, wenn ich erst eine bestimmte Strecke nach links gehe und dann
eine bestimmte Strecke nach rechts gehe, komme ich am gleichen Punkt an, wie
wenn ich erst nach rechts gehe, dann nach links und das Ergebnis am Ende wieder
umdrehe.*

Das Gute an einer solchen Erkldrung ist, dass konkrete Zahlen darin nicht vor-
kommen. Vermutlich haben also die beiden Terme fiir ziemlich viele Zahlen das
gleiche Ergebnis!

Zum Verstidndnis der Ergebnisgleichheit dieser Terme kann auch gehoren, das
gefundene abstrakte Muster zu verallgemeinern. In diesem Fall bietet sich eine Mer-
kregel an: ,,Ein Minuszeichen vor einer Klammer dreht die Vorzeichen aller Sum-
manden in der Klammer um.*

Stehen die Variablen a,b,c,d, e fiir positive Zahlen, sehen wir hier die Situation
—a+b—c+d—e:
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Abb. 20.10 —a+b—c+d—e

Im néchsten Bild machen wir erst in der Klammer alles umgekehrt und drehen das
Zwischenergebnis dann auf die andere Seite. Das Endergebnis ist dann das gleiche
wie oben.

Abb. 20.11 —(a—b+c—d+e)

Wir haben nun eine ganze Menge herausgefunden: Wir haben die 5 weggelassen,
weil sie in beiden Termen gleichermallen vorkommt und anschaulich gesehen nichts
mit der Ergebnisgleichheit der beiden Terme zu tun hat. Mit etwas zusitzlicher Ar-
beit konnten wir daraus eine Regel erstellen, wie z. B.: Die gleiche Zahl kann von
zwel Termen subtrahiert werden, ohne dass sich etwas daran dndert, ob die Terme
ergebnisgleich sind oder nicht.

AuBerdem haben wir gesehen, wie wir mit Minuszeichen vor Klammern umge-
hen konnen, woraus wir folgende Regel ableiten konnen: Ist ein Term eine Summe,
konnen wir

1. die Vorzeichen aller Summanden édndern,
2. den gesamten Term einklammern und
3. vor die Klammer ein Minuszeichen schreiben

ohne dass sich am Ergebnis des Terms etwas dndert.

Dabei ist die Begriindung so einfach wie das Hin- und Hergehen, was wir aus un-
serem Alltag kennen. Und damit haben wir noch eine zusétzliche Erkenntnis gewon-
nen, deren Wert gar nicht hoch genug eingeschitzt werden kann: Hinter einem mog-
licherweise kompliziert aussehenden ,,Formelkram* kann eine ganz einfache Idee
stecken. Wenn Schiiler das verstanden haben, werden sie beim ndchsten Thema wie-
der nach der einfachen Idee dahinter fragen - die es (fast) immer gibt. Solche Beziige
zu unserer Alltagserfahrung kdnnte die Mathematik fiir viele Menschen sehr viel zu-
ginglicher und verstehbar machen. Warum solche intuitiven Erkldrungen von vielen
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Lehrern (mit denen ich gesprochen habe) absichtlich nicht angeboten werden, er-
schlieBt sich mir nicht.

Es gibt noch viele weitere Fragen, deren Antworten zum Verstdndnis beitragen
konnten. Z. B.:

e Warum macht man iiberhaupt Termumformungen?

Antwort: Mit Termen gibt man z. B. an, wie etwas gerechnet wird. Mochte
man also einem Menschen mitteilen, wie er etwas rechnen soll, gebietet es
die Hoflichkeit, einen Term erst in eine moglichst einfache Form umzuformen,
bevor man ihn weitergibt.

e Wie macht man das eigentlich in der richtigen Mathematik (also in der Univer-
sitdtsmathematik)?

Antwort: Der betrachtete Fall ist ein Spezialfall des Distributivgesetzes, wel-
ches gar nicht bewiesen, sondern axiomatisch von den reellen Zahlen gefordert
wird. Auch daran kann man erkennen, dass die Mathematik nicht deshalb wahr
ist, weil die Axiome wahr sind und die Folgerungen daraus wahrheitserhaltend
sind, sondern die Axiome so gebaut wurden, dass sie zu dem passen, wovon
wir ohnehin schon iiberzeugt sind.

e Kann man die Richtigkeit dieser Termumformung auch mit der schriftlichen
Addition und Subtraktion zeigen?

Antwort: Ja.

Das Verstindnis eines mathematischen Zusammenhangs ist kein konstanter Zu-
stand des Geistes, sondern es entsteht immer wieder neu, ist immer ein bisschen
anders und ist nie vollstindig, denn letztlich konnen wir nicht beantworten, warum
die Mathematik - im Besonderen wie hier am Beispiel zweier Terme sowie im All-
gemeinen - iiberhaupt funktioniert. Oder anders gesagt: Wenn Gott die Welt gemacht
hat, warum hat er sie dann mathematisch gemacht?

Es braucht einen guten Lehrer, der Schiilern zeigen kann, wie faszinierend die
Unbeantwortbarkeit dieser letzten Fragen sein kann.
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Aquivalenzumformungen

In diesem Abschnitt wird eine Moglichkeit gezeigt, sich Aquivalenzumformungen
vorzustellen, die sicher nicht jedem Menschen einleuchten wird. Und gerade deshalb
steht sie hier! Unterschiedliche Menschen verstehen Mathematik unterschiedlich. Es
ist in vielerlei Hinsicht von Vorteil, sich in das Mathematikverstindnis anderer hin-
einzuversetzen. Das sollte in Lerngruppen idealerweise immer wieder stattfinden.
Die eigenen Gedanken anderen zu zeigen, macht selbstsicher und stolz. AuB3erdem
kann der individuelle Blickwinkel auf die Mathematik niemals falsch sein.

In der Schulmathematik wird mit einer Aquivalenzumformung eine Gleichung so
veridndert, dass die veridnderte Gleichung dieselbe Losungsmenge wie die Ausgangs-
gleichung hat.

Dabei gibt es vor allem 5 Umformungsmoglichkeiten: Auf beiden Seiten der
Gleichung das gleiche

1) addieren oder

2) subtrahieren oder beide Seiten der Gleichung mit der gleichen Zahl ungleich 0

3) multiplizieren oder

4) dividieren. Als letzte Moglichkeit bleibt noch die

5) Termumformung auf nur einer Seite der Gleichung.

Wie kann man sich nun vorstellen, dass eine Aquivalenzumformung die Losungs-
menge nicht dndert?

Wenn Aquivalenzumformungen erklirt werden, geschieht dies meist mit einer
Balkenwaage. Deshalb wollen wir hier einen anderen Weg einschlagen und uns an-
sehen, wie Gleichungen mit ihren Aquivalenzumformungen an der Zahlengeraden
aussehen. Dazu betrachten wir die Gleichung

3x—4=x+2

zusammen mit ihrer Losungsmenge L = {3}.
Wenn wir fiir x die Zahl 3 einsetzen, sieht diese Gleichung auf der Zahlengeraden
SO aus:

217



218 KAPITEL 21. AQUIVALENZUMFORMUNGEN

Abb. 21.1 3x—4=x+2

Dass die Losungsmenge der Gleichung 3x —4 = x+2 gleich L = {3} ist, bedeutet
nicht nur, dass diese Gleichung fiir x = 3 richtig ist, sondern auch, dass sie fiir alle
anderen Zahlen, die wir fiir x einsetzen konnten, falsch ist. Auch das konnen wir uns
an der Zahlengeraden ansehen. Setzen wir doch mal x = 3, 5.

l l
o 1 2 3.4 5 6 7 8 9 10 1
[ 4

Abb. 21.2 3x—4 >x+2

Wie wir sehen, ist die Gleichung nun falsch, weil die linke Seite grofer ist als die
rechte Seite. Auch wenn wir fiir x noch groflere Zahlen einsetzten, dnderte sich daran
nichts - was wir uns ohne weitere Graphiken iiberlegen konnen.

Setzen wir fiir x eine kleinere Zahl als 3 ein - z. B. 2,5 - ist die Gleichung auch
falsch, weil dann die rechte Seite grofier ist als die linke Seite. Und auch diese Situa-
tion dnderte sich durch das Einsetzen noch kleinerer Zahlen nicht.

1 1
L T

012534567891011
X

X : X

*ﬁ
| 4
[e——+——
g
X +2

Abb. 21.3 3x—4 <x+2

Wir haben nun anschaulich begriindet, warum die Zahl 3 tatsichlich die einzige
Losung der Gleichung 3x — 4 = x + 2 ist. Aber gilt das auch, wenn wir Aquivalen-
zumformungen auf diese Gleichung anwenden, z. B., wenn wir auf beiden Seiten
der Gleichung x addieren oder subtrahieren? Schlieflich wissen wir am Anfang des
Losungsprozesses einer Gleichung nicht, wie gro} x sein muss.
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Probieren wir doch einfach mal etwas aus! Was passiert, wenn wir in der Situation
von Abb. 21.3 auf beiden Seiten ein x addieren?

o 4
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X l X I X I X I
-4
l‘ : 1 1 1
X X ﬁ
**'

Abb. 21.4 4x—4 <2x+2

Wie wir sehen, hat sich der ,,interessante* Teil der Gleichung auf der Zahlenge-

rade nach rechts verlagert. Nun gut, dann konnen wir ja auch auf beiden Seiten 2x
subtrahieren.
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Abb. 21.5 2x—4 <2

In allen drei Fillen bleibt der Betrag, um den die linke Seite kleiner ist als die
rechte Seite, gleich. Wir konnten also noch beliebig viele x addieren oder subtra-
hieren, ohne dass sich an der unterschiedlichen Grofle der beiden Gleichungsseiten
etwas dndern wiirde.

Schauen wir uns nochmals die Situation in Abb. 21.2 an und addieren x auf beiden
Seiten. Es ist dann - wie in Abb. 21.2 auch - die linke Seite grof3er als die rechte Seite
und zwar um denselben Betrag.
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Abb. 21.6 4x—4 > 2x+2

Die Differenz bleibt auch dann gleich, wenn wir auf beiden Seiten 2x subtrahie-
ren. Das bedeutet: Auf diese Weise werden wir die Losungsmenge der Gleichung
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nicht @ndern, denn der ,,interessante* Teil der Gleichung wird durch diese Aquiva—
lenzumformungen gar nicht beeinflusst.

l l
I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 M
X

Abb. 21.7 2x—4>2

Nun ist es wohl nicht mehr verwunderlich, dass x = 3 die richtige Losung bleibt,

wenn wir die Ausgangsgleichung 3x — 4 = x+ 2 umformen, indem wir auf beiden
Seiten x subtrahieren.

Abb. 21.8 2x—4=2

Befliigelt von unseren Erkenntnissen, konnen wir nun sogar eine neue Aquiva-
lenzumformung einfiihren, ndmlich die Addition von irgendetwas auf beiden Seiten
einer Gleichung - hier abgekiirzt durch iwas.

2x—4 = 2 | +iwas
& 2x—44iwas = 24iwas

irgendetwas

irgendetwas . N 2 e 4 '
i >

Abb. 21.9 3x — 4+ irgendetwas = x+ 2+ irgendetwas
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Warum ist Minus mal Minus Plus?

Es gibt viele Moglichkeiten, sich —(—2) vorzustellen. Hier ist eine mit Schokola-
denkeksen: 9 Kekse sind vorhanden.

A A X XX X K X
9

Abb. 22.1 9 Schokoladenkekse (Cookie von Corleto/Unsplash)

5 davon darf ich essen.
&5 Oé ? % @ SSBSBS

Abb. 22.2 9-5 Schokoladenkekse

Nun esse ich aber 2 weniger als ich darf.

SO0 S S
9-(5-2)

Abb. 22.3 9 — (5 —2) Schokoladenkekse

Also lege ich 2 Kekse wieder zuriick.

A A X X X
9-(5-2)=9-5+2

Abb. 22.4 9-5+2 Schokoladenkekse
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Haben wir damit tatsdchlich —(—2) = +2 gezeigt? Wir hitten auch etwas deutli-
cher schreiben konnen:

9-(5-2)=9-5—(—2)=9—5+2

Wie wir sehen, ist aus —(—2) die Zahl +2 geworden.
Wir konnen sogar noch deutlicher werden, wenn wir uns auf das Rechnen mit
Klammern besinnen. Hier ist das Distributivgesetz:

a-(b+c)=a-b+a-c

Um auf die gleiche Rechnung wie mit den Keksen zu kommen, setzen wir fiir a die
Zahl —1, fiir b die Zahl 5 und fiir ¢ die Zahl —2 ein. Also

a(b+c)=a-b+ a - c
I | Vo | |

-1:(5+(-2))=-1-5 +(-1)-(-2)

Abb. 22.5 Distributivgesetz mit negativen Zahlen

Und wie wir am Anwendungsbeispiel gesehen haben, muss nun (—1)-(—2)
gleich +2 sein.

Nicht alle Menschen finden diese Erkldrung hinreichend, was daran liegen konn-
te, dass sich Mathematik normalerweise nicht nach dem Rechnen mit Schokoladen-
keksen richten muss.

Es gibt Standardmodelle, die man zum Verstdndnis heranziehen kann. Ein solches
Modell ist die Zahlengerade.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Abb. 22.6 Standardmodell: Zahlengerade 1

9-(5-2)=9-3 =
i
|

- — < '
9-(5-2)=9-5+2 ;
e e e e S s e S e

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Abb. 22.7 Standardmodell: Zahlengerade 2

Wenn wir uns darauf einigen konnen, dass Minus mal Minus gleich Plus ist, wenn
es in einem Standardmodell funktioniert, dann haben wir das jetzt zumindest an ei-
nem Beispiel gezeigt.
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Aber auch aus unserem Alltag sind wir nichts anderes gewohnt: Wenn wir nicht
fiinf Schritte, sondern nur drei Schritte nach links gehen, kommen wir an der gleichen
Stelle an, wie wenn wir erst fiinf Schritte nach links und dann zwei Schritte nach
rechts gehen.



Kapitel 23

Unser Gespiir fur
Wahrscheinlichkeiten

23.1 Blaue und rote Kugeln

Angenommen, wir haben einen Behilter mit einer blauen und einer roten Kugel.
Wir ziehen zufillig eine der Kugeln, notieren die Farbe und legen die Kugel wieder
zuriick. Diesen Vorgang kdnnen wir nun beliebig oft wiederholen.

Wiirden wir das Experiment sehr oft durchfiihren, wiirden wir vermutlich unge-
fihr so viele blaue wie rote Kugeln ziehen.

Aber warum ist das so? Hitten wir nicht auch genauso gut iiberwiegend rote
Kugeln ziehen kénnen?

Es liegt auf jeden Fall nicht daran, dass sich die relative Haufigkeit der roten
Kugeln ,.einpendeln muss oder dass sie sich ,,stabilisiert”. Es gibt keine dunkle
Kraft, die die Ergebnisse von Zufallsversuchen beeinflusst. Und nein, es sind auch
nicht die Illuminaten (die normalerweise auch etwas anderes zu tun haben). Das, was
wir beobachten, ist ein sehr simples Phinomen der Kombinatorik.

Wir kénnen uns einmal ansehen, welche Mdéglichkeiten wir haben, wenn wir 4-
mal ziehen.

Abb. 23.1 Alle Moglichkeiten beim 4-maligen Ziehen

Die Anzahlen der Moglichkeiten entsprechen dabei genau unserem Empfinden:
Wir wiirden ein Ergebnis mit zwei blauen und zwei roten Kugeln als normal emp-
finden, weil es von diesen Ergebnissen viele gibt. Das Ergebnis mit vier blauen wie
auch das Ergebnis mit vier roten Kugeln wiirden wir als ungewohnlich empfinden,
weil es diese Ergebnisse jeweils nur einmal gibt.
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Schauen wir uns ein solches Kugelbild mal fiir das 6-fache Ziehen an.

Abb. 23.2 Alle Méglichkeiten beim 6-maligen Ziehen

Die Anzahlen der Méglichkeiten geben auch hier genau das wieder, was wir emp-
finden:

Wiirden wir beim sechsmaligen Ziehen drei blaue und drei rote Kugeln ziehen,
wiirden wir das als normal empfinden - einfach deshalb, weil es davon so viele Mog-
lichkeiten gibt. Auch ein Ergebnis mit vier blauen Kugeln oder eines mit vier roten
Kugeln wiirden wir nicht als ungewohnlich empfinden, weil es von diesen Ergebnis-
sen ebenfalls ziemlich viele gibt. Das Ergebnis mit nur blauen und das Ergebnis mit
nur roten Kugeln wiirden wir aber als ungewohnlich empfinden, weil es von diesen
einfarbigen Ergebnissen so wenige gibt. Fiihrt man dieses Experiment mit Schiilern
durch, kommen bei diesen einfarbigen Ergebnissen die ersten Zweifel an der Zufil-
ligkeit des Experiments auf.

Schauen wir uns noch die Anzahlen beim 4-fachen, 6-fachen, 8-fachen und 10-
fachen Ziehen an.!

'Es werden hier nur gerade Anzahlen von Ziigen betrachtet, weil die Schaubilder dann aus Symmetriegriinden
besser vergleichbar sind.
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Abb. 23.3 Maoglichkeiten beim 4-, 6-, 8- und 10-fachen Ziehen

Wiirden wir beim 10-fachen Ziehen nur blaue oder nur rote Kugeln ziehen, fin-
den wir das wohl sehr ungewdhnlich. Aber auch neun blaue oder neun rote Kugeln
wiirden uns wohl iiberraschen - einfach deshalb, weil es davon so wenige Moglich-
keiten gibt.

Im Gegenzug wiirden wir ein Ergebnis mit ungefihr so vielen blauen wie roten
Kugeln nicht ungewohnlich finden - weil es von diesen Ergebnissen so viele gibt.

Damit haben wir die Idee herausgearbeitet, mit der wir verstehen konnen, warum
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wir so oft ungefihr genauso viele blaue wie rote Kugeln ziehen: Es gibt von diesen
Ergebnissen einfach viel mehr als von den Ergebnissen mit sehr vielen blauen oder
mit sehr vielen roten Kugeln.

Und das liegt wiederum an den Variationsméglichkeiten: Wie wir schon beim
4-fachen und 6-fachen Ziehen gesehen haben, erhalten wir viele Variationen, wenn
wir ungefihr genauso viele blaue wie rote Kugeln anordnen konnen und wir erhalten
wenige Variationen, wenn die meisten (oder alle) der gezogenen Kugeln blau sind
oder die meisten (oder alle) der gezogenen Kugeln rot sind.

Es ist also wahrscheinlicher, Ergebnisse mit ungefihr genauso vielen blauen wie
roten Kugeln zu erhalten als andere Ergebnisse, weil es von den Ergebnissen mit
»ausgeglichenem® Farbanteil einfach viel mehr gibt als von den anderen.

Oder - um es zwar vereinfachend aber noch richtig und vor allem markig auszu-
driicken: Es gibt in der Mitte mehr Ergebnisse als rechts und links.

Wir kénnen noch ein weiteres Phdnomen beobachten: Je hiufiger wir ziehen,
desto grofer werden die Unterscheide der Anzahlen der Variationen. Es gibt zwar
beim 4-fachen Ziehen mehr Ergebnisse in der Mitte als an den Réndern, aber beim
10-fachen Ziehen gibt es in der Mitte viel viel mehr Ergebnisse als an den Réndern.

Dieser Trend setzt sich fort, wenn wir Sdulendiagramme fiir grolere Anzahlen
von Ziigen erstellen. Wenn wir einen Millimeter pro Ergebnis veranschlagen, ist die
mittlere Sdule beim 10-fachen Ziehen 25,2 cm lang. Beim 20-fachen Ziehen ist die
mittlere Sdule ca. 185 m lang, beim 30-fachen Ziehen ist die mittlere Séule iiber 155
km lang und beim 40-fachen Ziehen reicht die mittlere Sdule schon mehr als dreimal
um die Erde. Dabei tut sich an den Réndern nicht so viel: Die drei links stehenden
Séulen haben beim 40-fachen Ziehen die Langen 1 mm, 4 cm und 78 cm. So ist es
beim 40-fachen Ziehen also sehr unwahrscheinlich, 38 oder mehr blaue Kugeln zu
ziehen. Das gleiche gilt fiir 38 oder mehr rote Kugeln.

Um die Frage dieses Abschnitts zu beantworten: Nein, die relative Haufigkeit
muss sich nicht einpendeln. Es gibt aber viel mehr Ergebnisse mit ungefihr genauso
vielen blauen wie roten Kugeln als es Ergebnisse gibt, bei denen die meisten Ku-
geln blau oder rot sind. Richtig ist: Je hiufiger wir ziehen, desto grofler wird die
Wahrscheinlichkeit fiir ein Ergebnis mit ungefihr genauso vielen blauen wir roten
Kugeln.

Mathematisch formuliert muss sich also die relative Haufigkeit eines Ereignis-
ses auch nach sehr vielen Versuchsdurchfithrungen nicht der Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses anndhern, sondern es steigt lediglich die Wahrscheinlichkeit der Anné-
herung mit zunehmender Anzahl der Versuchsdurchfiihrungen. Das nennt man auch
Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.

23.2 Wege im Galton-Brett

Im vorigen Abschnitt haben wir als Grundversuch das Ziehen einer Kugel aus einem
Behiilter, in dem sich eine blaue und eine rote Kugel befindet, betrachtet. Dabei ist die
Wahrscheinlichkeit fiir die blaue wie fiir die rote Kugel gleich 0,5. Wenn wir dann die
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Kugel zuriicklegen und erneut ziehen, finden wie die gleichen Wahrscheinlichkeiten
VOr.

So @hnlich ist das auch beim Galton-Brett. Eine Kugel fillt von oben auf den
ersten runden Holzstift. Die Kugel kann nun nach rechts oder nach links fallen. Ist der
Stift genau mittig angebracht, betrdgt die Wahrscheinlichkeit, nach rechts zu fallen,
0,5. Die Wahrscheinlichkeit, nach links zu fallen, ist dann auch gleich 0,5.

Unabhingig, ob die Kugel nach rechts oder links fillt, trifft sie auf einen weiteren
mittig angebrachten Holzstift, an dem sie mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,5 nach
rechts und mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,5 nach links fillt usw.

Bleibt die Kugel im mittleren Fach liegen, ist sie vorher genauso oft nach rechts
wie nach links gefallen. Das entspricht einem Ergebnis mit genauso vielen blauen
wie roten Kugeln aus unserem vorherigen Experiment. Damit die Kugel in einem
Fach rechts der Mitte liegen bleibt, muss sie entsprechend 6fter nach rechts als nach
links gefallen sein. Fiir das Fach rechts aulen muss die Kugel an jedem Holzstift
nach rechts abgebogen sein.

Lassen wir viele Kugeln durch die Anordnung der Holzstifte fallen, erhalten wir
typischerweise ein Kugelmuster wie auf dem Foto.

Abb. 23.4 Galton-Brett

Aber warum ist das so? Weil sich die relative Haufigkeit von Rechts-Fillen bei
0,5 einpendeln muss? Sicher nicht, denn, egal auf welcher Stufe des Galton Bretts
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sich die Kugel befindet, sie weil sicher nicht, dass sie schon z. B. zu oft nach rechts
gefallen ist und versucht nun, ofter nach links zu fallen, um das wieder auszuglei-
chen.

Es liegt daran, dass es mehr Wege gibt, die in die Mitte fithren als es Wege gibt,
die zu den Fichern am Rand fiihren. Das entspricht der Tatsache aus unserem vor-
herigen Versuch, dass es dann die meisten Variationen blauer und roter Kugeln gibt,
wenn genauso viele blaue wie rote Kugeln beteiligt sind.

Zwar hat jeder Weg durch die Holzstifte die gleiche Wahrscheinlichkeit, da es
aber mehr Wege in die Mitte als an den Rand gibt, ist es wahrscheinlicher, dass die
Kugel in die Mitte als an den Rand fillt.

I\
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Abb. 23.5 Wege im Galton-Brett

Das, was gemeinhin mit dem ,,Einpendeln der relativen Héufigkeit* bezeichnet
wird, kommt also nicht deshalb zustande, weil eine Kugel im Galton Brett in die
Mitte ,,will”“. Mathematisch gesehen ist das also ein Thema der Kombinatorik und
nicht der Konvergenz.
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Statistik ganz einfach

Warum funktioniert Statistik?

Wenn wir eine Umfrage durchfiihren und 100 zuféllig ausgesuchte Personen fra-
gen, ob sie Schokolade mogen, mochten wir normalerweise nichts iiber diese 100
Personen wissen, sondern mochten etwas iiber den Anteil der Menschen in der Be-
volkerung wissen, die Schokolade mogen. Aber wie ist das moglich? Zum Beispiel:
Wenn 60 der befragten Personen Schokolade mogen, was wissen wir dann iiber die
Leute, die wir nicht gefragt haben?

Auch wenn die Frage zunichst vielleicht etwas paradox erscheint, haben wir
Menschen doch ein ganz gutes Gefiihl dafiir, wie das funktionieren kann. Mathema-
tisch gesehen geht es hier um den Schluss von der Stichprobe auf die Grundgesamt-
heit. Die Stichprobe besteht in unserem Beispiel aus den 100 befragten Personen und
die Grundgesamtheit ist die Bevolkerung, iiber die wir etwas wissen wollen. Deshalb
konnen wir die Frage auch so stellen: Was wissen wir iiber die Grundgesamtheit,
wenn wir (nur) die Stichprobe kennen?

Die Erklarung wird letztlich auf einen einzigen Satz hinauslaufen: Die meisten
Stichproben kommen aus dhnlichen Grundgesamtheiten.

Wir werden in diesem Buch nicht alle mathematischen Einzelheiten besprechen,
sondern nur grob die Ideen nachzeichnen.

Schauen wir uns zunichst ein moglichst einfaches Beispiel an: Wir haben vier
Boxen mit jeweils 5 Kugeln gegeben. In der ersten Box ist eine Kugel rot und die
restlichen vier Kugeln sind blau. In der zweiten Box sind zwei Kugeln rot und die
restlichen sind blau usw. (Siehe Abb. 24.1)

Wir wollen nun aus einer der Boxen dreimal (mit Zuriicklegen) zufillig eine Ku-
gel ziehen. Angenommen, wir haben in unserer Stichprobe nun eine blaue und zwei
rote Kugeln. Aus welcher Box haben wir gezogen? GefiihlsmaBig wiirden wir wohl
sagen: Wahrscheinlich haben wir aus der Box Gs3 gezogen, weil der Anteil der roten
Kugeln in dieser Box dem Anteil der roten Kugeln in der Stichprobe am #hnlich-
sten ist. Wir kdnnten natiirlich auch aus der Box Gs; gezogen haben, aber das wire
unwahrscheinlich.

Rechnerisch kommen wir zu der Wahrscheinlichkeit, aus Gs3 gezogen zu haben,
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wenn wir die Anzahl der moglichen Stichproben vom Umfang 3 mit 2 roten Kugeln,
die man aus Gs3 ziehen kann, durch die Anzahl aller moglichen Stichproben vom
Umfang 3 mit 2 roten Kugeln aus allen Boxen teilen. Genauer:

000

>
©

0606
0060
000 000
000 000
0006 000
000 060
0006 000
000 000
000 000
000 6000
000 000
000 000
060 006
0060 000
000 000 000
000 000 000
000 000 000
060 000 000
000 000 000
0060 (51214] 000
000 [175]5) 000
000 0006 000
000 000 200
6600 0006 000
000 066 000
000 (21575 000
0006 0006 000
000 0006 0006
0006 000 0006
0606 000 0606
000 0006 20006
0006 (51275 000
0006 000 0006
000 000 (50115}
0006 000 2000
0006 000 000
12 00 000 000
0606 000 000
0060 000 060 2000
00606 000 060 000
0606 060 060 000
060 060 060 000
0006 000 000 000
0006 000 060 000
(573]5] 06060 000 000
0006 000 000 000
0060 000 000 2060
(515]2] 600 060 060
(51515} 066 060 060
060 0060 060 060

Gs Gs2 Gs3 Gsy

3. o () (5]
© ©
Igoeel B%I |Eeo| 8%
Abb. 24.1 Alle (3;2)-Stichproben aus Boxen mit 5 Kugeln

Wie Abb. 24.1 zeigt, gibt es 54 Stichproben vom Umfang 3 mit 2 roten Kugeln,
die aus der Box Gs3 gezogen werden konnen. Insgesamt gibt es 12 + 36 + 54 + 48
Stichproben vom Umfang 3 mit 2 roten Kugeln, die aus den vier Boxen gezogen wer-
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den konnen. Teilen wir nun die Anzahl der moglichen Stichproben aus Gsz durch die
Anzahl aller moglichen Stichproben aus allen Boxen, erhalten wir die Wahrschein-
lichkeit, aus Gs3 gezogen zu haben. Also:

54 54 9
P(Gs3) = — 2 7 0,36
(Gs3) 124+36+54+48 150 25

Entsprechend erhalten wir die Wahrscheinlichkeit, aus Gs; gezogen zu haben, wenn
wir die Anzahl der moglichen Stichproben aus der Box Gs; - also 12 - durch die
Anzahl aller moglichen Stichproben aus allen Boxen - also 150 - teilen. Damit haben
Wir:

12 124 2 0.08
12436454448 150 25

Damit ist die Wahrscheinlichkeit, aus Gs3 gezogen zu haben, 4,5-mal grofler als
die Wahrscheinlichkeit, aus Gs1 gezogen zu haben - weil es 4,5-mal mehr Stichpro-
ben vom Umfang 3 mit 2 roten Kugeln aus Gs3 als aus Gs; gibt.

Wenn wir - wie in der Mathematik iiblich - die Boxen, aus denen wir Kugeln zie-
hen konnen, als Grundgesamtheiten bezeichnen, konnen wir unsere Beobachtungen
vereinfacht mit folgendem Satz zusammenfassen: Die meisten moglichen Stichpro-
ben, deren Anteil roter Kugeln genauso ist, wie in der gezogenen Stichprobe, kom-
men aus Grundgesamtheiten, deren Anteil roter Kugeln genauso oder so dhnlich ist,
wie in der gezogenen Stichprobe.

Oder noch einfacher:

P(Gs;)

Die meisten Stichproben kommen
aus dhnlichen Grundgesamtheiten.

Deshalb ist es wahrscheinlicher, dass eine gezogene Stichprobe aus einer Grund-
gesamtheit kommt, die so @hnlich ist wie die Stichprobe und es ist unwahrscheinli-
cher, dass eine Stichprobe aus einer Grundgesamtheit gezogen wurde, die ganz an-
ders ist als die Stichprobe.

Ubertragen wir diesen fundamentalen Zusammenhang auf unsere eingangs er-
wihnte Umfrage, haben wir hier die mathematische Begriindung fiir das gesehen,
was wir ohnehin empfinden: Bestitigen uns 60 von 100 Personen, dass sie Scho-
kolade mogen, halten wir es fiir wahrscheinlich, dass wir die 100 Personen aus ei-
ner Bevolkerung zufillig ausgewihlt haben, in der ungefiahr 60 % der Menschen
Schokolade mogen. Wir kénnten diese 100 Personen, von denen 60 % Schokola-
de mogen, auch aus einer Bevolkerung gezogen haben, in der viel weniger Leu-
te Schokolade mogen; das wire aber unwahrscheinlich. Und das wissen wir, weil
die meisten 60-%-Stichproben aus 60%-Grundgesamtheiten kommen und weniger
Stichproben aus 50%-Grundgesamtheiten, und noch viel weniger Stichproben aus
40%-Grundgesamtheiten kommen. Damit wissen wir zwar immer noch nichts iiber
die einzelnen Menschen, die wir nicht gefragt haben, aber wir konnen angeben, wie
wahrscheinlich die moglichen Anteile der Schokolade-mogenden Personen in der
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Bevolkerung sind.

Haben wir die Mittel der Kombinatorik zur Verfiigung, kdnnen wir uns nicht nur
um sehr kleine Stichproben und um Grundgesamtheiten mit sehr wenigen Kugeln
kiimmern. Ziehen wir z. B. eine Stichprobe vom Umfang 10, in der 60 % der Ku-
geln rot sind, kdnnen wir die Anzahlen der 60%-Stichproben ausrechnen, die wir
aus einer 5%-Grundgesamtheit, aus einer 10%-Grundgesamtheit, aus einer 15%-
Grundgesamtheit usw. ziehen konnen. Dazu miissten wir zwar festlegen, wie viele
Kugeln in den moglichen Grundgesamtheiten sein sollen. Wir wiirden aber schnell
feststellen, dass die Verhiltnisse der Anzahlen untereinander immer gleich bleiben,
egal wie viele Kugeln in den Grundgesamtheiten sind. Also unabhéngig davon, ob
in allen Grundgesamtheiten jeweils 20 Kugeln, 1000 Kugeln oder 500 000 Kugeln
enthalten sind, wir wiirden immer eine Verteilung erhalten, wie sie in Abb. 24.2 dar-
gestellt ist.
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Abb. 24.2 20 Grundgesamtheiten

Die meisten Stichproben, in denen 60% der Kugeln rot sind, kommen aus der
Grundgesamtheit, in der 60% der Kugeln rot sind. Etwas weniger Stichproben kom-
men aus den Grundgesamtheiten, in denen 55% bzw. 65% der Kugeln rot sind. Noch
weniger Stichproben kommen aus den Grundgesamtheiten, in denen 50% bzw. 70%
der Kugeln rot sind usw.

Das gleiche gilt fiir die Wahrscheinlichkeiten (wobei wir die einzelnen Rechnun-
gen hier auslassen): Am wahrscheinlichsten ist es, eine 60%-Stichprobe aus einer
60%-Grundgesamtheit zu ziehen. Es ist etwas weniger wahrscheinlich, eine 60%-
Stichprobe aus einer 55%-Grundgesamtheit oder aus einer 65%-Grundgesamtheit zu
ziehen usw.

Wenn wir beliebig grofle Stichproben und beliebig viele Grundgesamtheiten zu-
lassen wollen, konnen wir den obigen Schluss von der Stichprobe auf die Grundge-
samtheit auch mit einem Integral der angepassten Likelihood-Funktion .#(x) durch-
fiihren.
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Xo
P ([xusx0]) = /(n+ 1) Zpi(x)dx mitx,;x, € [0;1] CR und

Xu

Lo = (§) -1

Damit konnen wir z. B. ausrechnen, dass bei 100 befragten Personen und 60 Per-
sonen, die Schokolade mogen, die Wahrscheinlichkeit, dass in der Bevolkerung der
Anteil der Schokolade-mdgenden Personen zwischen 52% und 68% liegt, ungefdhr
gleich 0,9 ist.
0,68
P100;60([0,52;0,68]) = / 101 -0%1()0;60()6)03)6 ~ 0,9
0,52

Akf(x)

0,52 0,68
N S

| | | [ [ [ [ [
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Abb. 24.3 Die angepasste Likelihood.Funktion.
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Warum ist 2° = 1?

Das mit den Potenzen ist so eine Sache in der Mathematik. Es fingt ganz einfach
an: Esistz. B.23=2.2.2 = 8, weil die ,,Hochzahl“, die eigentlich Exponent heift,
angibt, wie oft die Zahl 2 multipliziert werden soll. Entsprechend ist 2° =2-2-2-2-
2=32und2>=2-2=4.

Wenn wir uns aber fragen, was 21 oder 29 sein kénnte, wird es plotzlich viel
komplizierter. Betrachtet man die Tatsache, dass wir beim Ausschreiben der Potenz
23 den Faktor 2 dreimal hingeschrieben haben und dass wir beim Ausschreiben der
Potenz 22 den Faktor 2 zweimal hingeschrieben haben, entbehrte es nicht einer ge-
wissen Logik, wenn 2! gleich 2 wire. Allerdings ist die 2 nun kein Faktor mehr,
wenn sie einfach so in der Landschaft herumsteht. Und was machen wir mit 2°?
Nichts hinschreiben?

800 1 Anzahl

o,
* °

400 —
200 — .
100

—| Zeit/h

jetzt 1h 2h 3h
spiter spéter spiter

Abb. 25.1 Anzahlen der Viren
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Um zu sinnvollen Ergebnissen zu kommen, kdnnen wir uns einmal das Wachstum
von Viren vorstellen (siche Abb. 25.1) Angenommen, es gibt irgendwo 100 Viren, die
sich so vermehren, dass sie ihre Anzahl jede Stunde verdoppeln. Dann gibt es jetzt
100 Viren, in einer Stunde gibt es 200, in zwei Stunden 400 und in drei Stunden 800
Viren.

Wir berechnen die Anzahl der Viren nach einer Stunde, indem wir die jetzige
Anzahl der Viren mit 2 multiplizieren. Die Anzahl nach zwei Stunden erhalten wir,
indem wir mit 22 multiplizieren und die Anzahl nach drei Stunden, indem wir mit 23
multiplizieren (Abb. 25.2).

200=100-2° — Anzahl N
&

200=100-2> —

200=100-2 — .
100 —
—l Zeit/h

jetzt 1h 2h 3h
spiter spiter spiter

Abb. 25.2 Berechnung der Anzahlen

Wenn die Exponenten bei der Multiplikation mit 2> und 23 angeben, wie oft wir
mit 2 multipliziert haben, ist es sinnvoll, 200 = 100-2' zu schreiben, da wir 100
einmal mit 2 multiplizieren, um auf 200 zu kommen.

Wie oft miissen wir denn 100 mit 2 multiplizieren, damit das Ergebnis 100 her-

auskommt? Richtig: Gar nicht! Also 100 = 100-2°. Damit sich aber am Ergebnis
100 nichts @ndert, wenn wir 100 mit 2° multiplizieren, muss gelten:

20—
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200=100-2" -] Anzahl

®

200=100-2" —

200=100-2" - .

_ 0
100=100-2 1-

jetzt 1h 2h 3h
spiter spiter spiter

Zeit/h

Abb. 25.320=1

Man mag sich aber fragen, ob man in der Mathematik denn einfach so etwas
definieren kann. Nun, im Prinzip ja. Wie sinnvoll eine jeweilige Definition ist, ist
allerdings fraglich. Die folgenden Definitionen werden sich vermutlich nicht durch-
setzen.

Definition1 2-+2=15

Definition2 a-(b+c¢)=a-b+c

Definition 3

_ atc
+ ~ b+c

SR
U

Andererseits vollzieht sich mathematischer Fortschritt iiblicherweise auch durch neue
Definitionen. So konnte Definition 3 als Grundlage einer neuen Bruchrechnung die-
nen. Ob diese Bruchrechnung dann in irgendeiner Weise besser ist als die bisherige,
miissten dann vielleicht deren Befiirworter erklédren.

Wie steht es nun mit unserer Definition 2° = 1? Ist diese Definition sinnvoll?
Wenn wir mit dieser Definition (zusammen mit noch weiteren Definitionen) die
Funktion
f(x)=100-2*

definieren, erhalten wir den in Abb. 25.4 dargestellten Graphen. Dieser beschreibt zu
jedem denkbaren Zeitpunkt das Wachstum der Viren. Jede andere Definition von 2°
wiirde den Graphen kaputt machen. Das ist schon ein ziemlich starkes Argument!
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Zeit/h

jetzt 1h 2h 3h
spiter spiter spiter

Abb. 25.4 Wachstumsfunktion
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Uneigentliches Integral

In diesem Abschnitt sehen wir uns an, wie eine unendlich breite Fliche einen end-
lichen Flacheninhalt haben kann. Obwohl hier kurz ein paar mathematische Aus-
driicke gezeigt werden, braucht man aber keine Kenntnisse der Integralrechnung,
um die Idee zu verstehen - die ist ndmlich so einfach wie das Zerschneiden eines
Blatts Papier in viele Streifen.

Unsere Intuition sagt uns: Auch wenn ein Rechteck nur eine ,,geringe* Hohe hat,
so wichst der Flacheninhalt aber doch tiber alle Grenzen, wenn das Rechteck immer
breiter wird.

!

Abb. 26.1 Unendlich wachsender Flicheninhalt

Mit Hilfe der Integralrechnung kénnen wir unter anderem die Flichen berechnen,
die sich zwischen einem Funktionsgraphen und der x-Achse in bestimmten Grenzen
befinden.

Hier haben wir einen Teil des Funktionsgraphen der Funktion f(x) = 0,5".
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05- f)=0,5"
\ i

T T T T T
1 2 3 4 5

Abb. 26.2 Funktionsgraph von f(x) = 0,5*
Wir kdnnen nun angeben, wie grof der Flidcheninhalt der blauen Fliche ist.

1y

1 2 3 4 5

Abb. 26.3 Fliche zwischen Graph und x-Achse in den Grenzen von 1 bis 2

Mathematisch sieht das dann so aus:

2 2

1
0,5dx=|——=-0,2"| =~0,3607
1/’ ’ [ma) ] |

Die blaue Fliche hat also einen Fldcheninhalt von ungefahr 0,3607 Flachenein-
heiten.

Wir konnen uns nun iiberlegen, was mit dem Fldcheninhalt passiert, wenn wir die
rechte Grenze der Fliche immer weiter nach rechts verschieben. Dann entsteht eine
Fléache, die durch den griinen Bereich dargestellt ist.

i

0,5

I
1 2 3 4 5

Abb. 26.4 Fliche zwischen x-Achse und Graph von f(x) = 0,5*

Je weiter wir die rechte Grenze nach rechts verschieben, desto breiter wird die
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Fliache und desto groBer wird der Flicheninhalt. Trotzdem wird der Flidcheninhalt
nicht unendlich grof3!

Es kann schwierig sein, sich das vorzustellen. Vielleicht liegt das an der Denkwei-
se, wie sie in der Redewendung "Der Tropfen, der das Fass zum iiberlaufen bringt.*
zum Ausdruck kommt: Auch wenn das, was immer wieder zum Inhalt eines Fasses
hinzugefiigt wird, sehr klein ist - z. B. so klein wie ein Tropfen - so wichst die Was-
sermenge dennoch {iiber alle Grenzen, wenn man nur geniigend oft einen Tropfen
hinzufiigt.

Im Fall unserer Funktion konnen wir uns vorstellen, wie wir zur blauen Flidche
die Fliche zwischen 2 und 3 hinzufiigen, dann die Fliche zwischen 3 und 4, die
Flache zwischen 4 und 5 usw. Dann wird zwar das, was hinzugefiigt wird, immer
kleiner, trotzdem wird aber die gesamte Fldche immer grofer. Wie kann also etwas,
dass unendlich oft groer wird, nicht unendlich grofl werden?

Um das Prinzip zu verstehen, wollen wir die griine unendlich breite Fliche ge-
danklich mit einem einzigen Blatt Papier iiberdecken. Wir nehmen also ein quadra-
tisches Blatt Papier mit der Seitenldnge 1 und legen es iiber das Intervall von 1 bis
2.

0,5+

1 2 3 4 5

Abb. 26.5 Eine Flicheneinheit

Nun halbieren wir das Blatt ...

1 2 3 4 5

Abb. 26.6 Eine Flicheneinheit in zwei Hilften iibereinander

... und legen die obere Hélfte neben die untere Hilfte.
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1 2 3 4 5

Abb. 26.7 Eine Flicheneinheit in zwei Hilften nebeneinander

Nun halbieren wir die rechte Héilfte ...

1 2 3 4 5

Abb. 26.8 Die zweite Hilfte in zwei Hilften iibereinander

... und legen die obere Hilfte rechts neben die untere Hilfte.

1 2 3 4 5

Abb. 26.9 Die zweite Hilfte in zwei Hilften nebeneinander

Das koénnen wir - zumindest gedanklich - immer weiter so machen: Rechtes Blatt
halbieren ...
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1 2 3 4 5

Abb. 26.10 Die zweite Hilfte der zweiten Hilfte in zwei Hélften iibereinander
.. und die obere Hilfte rechts neben die unter Hilfte legen.

iy

1 2 3 4 5

Abb. 26.11 Die zweite Hilfte der zweiten Hilfte in zwei Hilften nebeneinander

Auf diese Weise konnen wir die gesamte unendlich breite griine Fliche iiber-
decken. Dabei ist die Fliche des Papiers grofler als die griine Fldche. Deshalb muss
der Flidcheninhalt der griinen Flidche sogar kleiner als 1 sein. Mit der Integralrech-
nung konnen wir das ausrechnen:

n

1 n
lim [0,5%dx = lim |———-0,5"| = ———
nﬂllol Sl 5*30[ n(2) L 2-In(2)

~0,7213

Mit dieser etwas simplen Veranschaulichung kénnen wir verstehen, wie etwas - wie
hier der Flacheninhalt - immer groer werden kann, ohne unendlich grof3 zu wer-
den. Das geht z. B. dann, wenn das, was hinzukommt, (auf geeignete Weise) immer
kleiner wird.

Das Thema ,,Unendlichkeit” ist in der Mathematik nahezu unerschopflich. Da
gibt es vieles zu verstehen. Leider kommt so gut wie nichts davon im Schulunterricht
VOr.
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Der Hauptsatz

Um diesen Abschnitt zu verstehen, sollten Sie wissen, was Ableitungen und Integrale
sind. AuBlerdem sollten Sie Steigungsdreiecke und Flacheninhaltsfunktionen kennen.

Um die intuitiven Ideen hinter dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung moglichst deutlich herauszustellen, wird etwas an der Exaktheit und Vollstidn-
digkeit der Darstellung gespart. So werden z. B. nicht alle Voraussetzungen des
Hauptsatzes genannt oder es werden Zusammenhénge fiir eine bestimmte Funktion
gezeigt, ohne immer darauf hinzuweisen, fiir welche Klasse von Funktionen diese
Zusammenhinge ebenfalls richtig sind.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung wird auch Fundamentalsatz
der Analysis genannt. Wie diese Bezeichnungen vermuten lassen, ist dies ein ganz
wichtiger Satz. Um zu verstehen, was die Aussage dieses Satzes ist, schauen wir
uns die Funktion f(x) an; auBerdem noch deren Graph zwischen x=0 und x=4 und
die dazugehorige Flacheninhaltsfunktion Fy(x). Der Funktionswert von Fy(x) an ei-
ner bestimmten Stelle x ist gleich dem Flidcheninhalt der Fldche, die sich unter dem
Graphen von f{x) im Intervall von 0 bis x befindet.

Der Vollstindigkeit halber sei angegeben, um welche Funktionen es sich dabei
konkret handelt. Es sind:

und
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A y
1— f(x)
X
0 T T I >
0 1 2 3 4
A y
3_
E, (x)
5] 0
1_
X
0 | | | ™
0 1 2 3 4

Abb. 27.1 Funktion und Flicheninhaltsfunktion

Der Funktionswert von Fy(x) ist bei 1 z. B. gleich 0,8375, weil der Flacheninhalt
der blauen Fliache gleich 0,8375 Fliacheneinheiten (FE) ist.
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A y
N f@
X
0 T T T T
0 1 2 3 4
A y
3_
F)()=0,8375
2_
1_
------------------ 0,8375
X
0 | I | ™
0 1 2 3 4

Abb. 27.2 Funktion und Flicheninhaltsfunktion an der Stelle x = 1

Der Funktionswert von Fy(x) ist bei 2 gleich 2,2, weil der Fldcheninhalt der blau-
en und roten Fliche zusammen gleich 2,2 FE ist.
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A y
1 f(x)
X
0 T T I T
0 1 2 3 4
A y
3_
Fy(2)=2,2
------------------------- 2,2
2_
1_
X
0 T T B
0 1 2 3 4

Abb. 27.3 Funktion und Flicheninhaltsfunktion an der Stelle x = 2

Der Hauptsatz besagt nun: Die Ableitung der Fldcheninhaltsfunktion Fy(x) an
jeder Stelle x ist genauso grofl wie der Funktionswert von f(x) an dieser Stelle. In
kurz also:

Das bedeutet: Die Steigung des Graphen der Flacheninhaltsfunktion an irgend-
einer Stelle ist genauso grof3 wie der Funktionswert der Funktion, deren Flidche un-
ter dem Graphen die Flicheninhaltsfunktion angibt. Das ist zumindest erstaunlich!
SchlieBlich haben die Bestimmung der Fldche unter einem Graphen und die Bestim-
mung der Steigung eines Graphen vordergriindig nichts miteinander zu tun.

Schauen wir uns genauer an, was das fiir unser Beispiel bedeutet: Wir suchen
uns irgendeinen Punkt aus, z. B. (3|Fy(3)) und zeichnen die Tangente an den Gra-
phen in diesem Punkt ein. Wenn wir dann ein Steigungsdreieck einzeichnen, deren
horizontale Seite die Lange 1 hat, dann ist die vertikale Seite genauso grof3 wie der
Funktionswert der Funktion f(x) an der Stelle 3.
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“y

Fy(x)
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X
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Abb. 27.4 Steigung der Flicheninhaltsfunktion bei x = 3

Warum ist das so?

Betrachten wir zunéchst, wie die Funktionswerte der Ausgangsfunktion f(x) et-
was mit der Steigung der Fldcheninhaltsfunktion Fy(x) zu tun haben.

Im nichsten Schaubild sehen wir, wie die Flacheninhaltsfunktion Fy(x) z. B. im
roten Bereich stirker steigt als im orangefarbigen Bereich. Das ist so, weil die Funk-
tionswerte der Ausgangsfunktion f{x) im roten Bereich groer sind und deshalb zwi-
schen x = 1 und x = 2 mehr Fldche hinzu kommt als im orangefarbigen Bereich
zwischen x = 3 und x = 4, wo die Funktionswerte von f{(x) Kkleiner sind.
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Abb. 27.5 Funktionswerte von f(x) und Steigungen von Fy(x)

Wir sehen also: Je grofler die Steigung der Flicheninhaltsfunktion Fy(x) ist, desto
groBer miissen auch die Funktionswerte von f{x) sein.

Wir konnten es nun damit bewenden lassen und stolz darauf sein, den grof3en
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung auf eine geradezu vulgér einfache
Idee zuriickgefiihrt zu haben. Doch wir wollen noch weiter gehen und uns anschau-
lich klar machen, wie die Steigung der Flacheninhaltsfunktion Fy(x) an jeder Stelle
tatsdchlich exakt so grof sein muss wie der Funktionswert von f(x).

Um das ganz genau sehen zu konnen, definieren wir eine stiickweise konstante
Funktion k(x) mit der Eigenschaft, dass der Flicheninhalt der blauen Fldchen unter
dem Graphen von f(x) genauso grof sein soll wie der Fldcheninhalt der blauen Flidche
unter dem Graphen von k(x). Das gleiche soll auch fiir die andersfarbigen Flichen
gelten.

Weil die Funktion k(x) auf dem Intervall (0;1) konstant ist, hat die Fldchenin-
haltsfunktion Ky(x) auf diesem Intervall eine konstante Steigung. Das gleiche gilt
auch fiir alle anderen Intervalle, auf denen k(x) konstant ist.
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Abb. 27.6 Funktion und Flidcheninhaltsfunktion

Und jetzt kommt der entscheidende Gedanke: Die Fliche des blauen Rechtecks
unter dem Graphen von k(x) berechnen wir mit Hohe mal Breite. Weil die Breite
gleich 1 ist, ist die Hohe des Rechtecks exakt gleich dem Wert des Fldcheninhalts. In
diesem Fall gleich 0,8375.

Der Funktionswert der Fldcheninhaltsfunktion Ky(x) ist bei x = 1 gleich dem Fla-
cheninhalt des blauen Rechtecks - also gleich 0,8375. Die Steigung der Fldchenin-
haltsfunktion Ky(x) auf dem Intervall (0; 1) ist gleich: vertikale blaue Strecke v durch
horizontale schwarze Strecke h, also gleich 0,8375 : 1 und damit gleich 0, 8375 - also
exakt gleich dem Funktionswert der Funktion k(x) auf diesem Intervall!
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Abb. 27.7 Stiickweise konstante Funktion k(x) und
stiickweise lineare Fldcheninhaltsfunktion Ky(x)

Das gleiche gilt auch fiir die anderen farblich markierten Intervalle.

Nun haben wir zwar nicht den Hauptsatz in seiner ganzen Allgemeinheit anschau-
lich bewiesen, aber wir haben eine sehr simple Idee gefunden, die deutlich macht,
warum die Funktionswerte der Ausgangsfunktion genau so grof} sein miissen wie
Steigungen der Fldcheninhaltsfunktion - zumindest fiir eine stiickweise konstante
Funktion k(x), die so dhnlich ist wie f(x).

Wenn wir unsere Uberlegungen auf alle moglichen stiickweise konstante Funk-
tionen ausweiten, haben wir sogar eine anschauliche Erkldarung des Hauptsatzes fiir
solche Funktionen, die der Ausgangsfunktion f{(x) beliebig nahe kommen kénnen.
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0 1 2 3 4

Abb. 27.8 Feinere Einteilung
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